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1 Caractérisation réelle de la fonction I’

1 Caractérisation réelle de la fonction I’

On montre que la fonctionT d’Euler est la seule fonction log-convexe sur R* prenant la valeur1 en
1 et vérifiantT'(x + 1) = xI'(x) pour tout x > 0.

[ROM19]
Lemme 1. La fonction I’ définie pour tout x > 0 par I'(x) = [;"° t*~'e~" d¢ vérifie : b. 364
(i) VxeR,, I'(x+1)=xI'(x).
(i) T'(1) =1.
(iii) T estlog-convexe sur R} .
Démonstration. (i) Soit x € R}. Alors :
+00
I“(x+1):f *e~tdt
0
+oo
=[e7 ¥ +xf t*le ' dr
0
=xI'(x)
(ii) Comme t — e 'lg+ () estla densité de probabilité d'une loi exponentielle de parametre 1,
ona
+00
f e tdr=1
L
=r(1)
(iii) Soient x,y € R} et A €]0,1[. On applique I'inégalité de Holder en posant A =L et1 -1 =1:
p q
+oo
T(Ax+(1—-A)y) = f el (A% -0y 4
0
:f+°°(e-ftx-1)%(e-fﬂ-l)%dt
0
+00 1 +00 1
=([ e e
0 0
=T(x)'T(y)'™
Donc In oI vérifie bien 'inégalité de convexité sur R} et ainsi, I est log-convexe.
O
[RUD]

Théoréme 2 (Bohr-Mollerup). Soit f : R} — R* vérifiant le Point[(i)} le Point((ii)|et le Point|(iii)]
du Lemme(1] Alors f =T.

Démonstration. Par récurrence, on a d’apres le Point|(i)]:

VneN*,Vxel0,1], f(x+n)=(x+n-1)...(x + 1)xf(x) (%)
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2 Caractérisation réelle de la fonction I’

Donc les valeurs prises par f sur R} sont entierement déterminées par ses valeurs prises sur |0, 1].
Ainsi, pour démontrer le théoreme, il suffit de vérifier Vx €]0,1], f(x) =T'(x).

Soient donc x €]0,1] et n € N*; on applique le lemme des trois pentes a la fonction convexe Ino f
(d’apres le Point|(iii)| appliqué aux points n — 1, n, n+x et n+1:

n—-1

f(x)

n qx n+1

(Inef)(n)—(nef)(n—-1) _(nof)(n+x)-(nef)(n) _(nof)(n+1)-(nof)(n)

n—(n-1) h n+x-n n+l-n
Mais, d’apres (*) et le Point[(ii)} on a f(n) = (n—1)!. D'out:

(Inof)(n+x)—In((n—-1)!)
X
= In((n-1)*) < (Inof)(n+x)—In((n-1)!) <In(n*)

= In((n-1)*"(n-1)!) <(nef)(n+x)<In(n*(n-1)!

In(n-1) < <In(n)

Par croissance de la fonction In, cela donne :
(n-1)*(n-1'<sf(n+x)<n*(n-1)!

Et en appliquant (*), on obtient :

(n-1)*(n-1)! < F(x) < n*(n-1)!

(x+n-1)...(x+1)x S (x+n-1)...(x+1)

En ne considérant que la premiere inégalité, on peut remplacer n par n + 1 (car les deux inégalités

sont vraies pour tout 7 € N*) :
X

n*n!
<7x
(x+n)...(x+1)x F(x)
n*(n-1)! _ X .
Or, (x+n-1)...(x+1) — (x+n)n__‘?x+1)xx+7n, donc:
=sflx)=
(x+n)...(x+1)x (x+n)...(x+x n
n n*n!
— S = < f(x
I/t )x+” (x+n)...(x+1)x Fx)
n*n!

= f(x)= lim (x+n)...(x+1)x

en faisant n — +oo dans la deuxieéme inégalité. Comme T vérifie le Point((i)} le Point((ii)} et le
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3 Caractérisation réelle de la fonction I’

Point|(iii)[; le raisonnement précédent est a fortiori vrai aussi pour I'. Donc

. n*n! 3
()= im (x+n)...(x+1x fx)

ie. f et I" coincident bien sur 0, 1]. H

Remarque 3. Alafin dela preuve, on obtient une formule due a Gauss :

X

Vx €]0,1],T(x) = li o
x€]o, 1], (x)_nirPOO(x+n)...(x+1)x

que l'on peut aisément étendre a R} entier.
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4 Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite dans un compact

2 Connexité desvaleurs d’adhérence d’une suite dans

un compact

On montre que l'ensemble des valeurs dadhérence d’'une suite d'un espace métrique compact est

connexe en raisonnant par labsurde, puis on utilise ce résultat pour démontrer le lemme des
grenouilles.

Soit (E, d) un espace métrique.

Théoréme 1. On suppose E compact. Soit (u«,,) une suite de E telle que d(u,,, u,_,) — 0.
Alors I'ensemble I" des valeurs d’adhérence de (u,,) est connexe.

Démonstration. Pour tout p € N, onnote A, ={u, | n > p}.Onal =,y A_p. I est fermé (en
tant qu'intersection de fermés) dans E qui est compact, donc I' est compact.Supposons que I' soit
non connexe; on peut alors écrire I' = A LI B, ou A et B sont deux fermés disjoints de I'. Comme I
est compact, A et B le sont aussi. Notons @ = d(A,B) >0 (car A N B = @). Posons :

Al = {er | d(x,A) < g} et B = {er | d(x,B) < %}

A’ et B' sont ouverts (en tant qu'images réciproques d’ouverts par des application continues),
donc K = E ~ (A" uB’) est fermé dans E, donc compact.

Montrons que (u,,) admet une valeur d’'adhérence dans K, ce qui serait absurde carI' n K = @.

Comme lim,,_,, . d(u,,u,_;)=0,
a
AN, e Ntel que Vn = N, d(un,un_1)<§ (%)

Soit N = Nj,.

— Soit x, € A. Comme x, est valeur d'adhérence de (u,), 3n, > N tel que d(x, u,, ) < 5.Donc
u, €A’

— Soit y, € B. De méme, 3n, > n, tel que d(y,, u,,) < §.Donc u,, €B'.

Soit maintenant 7, le premier entier supérieur a n, tel que u,, ¢ A’ (un tel entier existe car
u,, €A').Onaalors u, _, €A’
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5 Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite dans un compact

D’apres (*), en appliquant I'inégalité triangulaire,

d(unorB) = d(uno—er) - d(uno—l! uno

= d(A,B) - d(uno_l,A) - d(uno_l, uno

(41
> —
3

ce qui prouve que u, ¢ B'.Comme u, ¢ A’,onau, €K.Onvientde montrer que,
no no ng

VN = Ny, 3ny = N tel que u, € K

On peut créer comme cela une sous-suite de (u«,,) dans K. Or K est compact, donc («,) admet
une valeur d’adhérence dans K. [

Application 2 (Lemme de la grenouille). Soient f: [0,1] — [0, 1] continue et (x,,) une suite

de [0, 1] telle que
{xo e[0,1]
Xn+1 = f(xn)

Alors (x,,) converge si et seulement si lim,,_,, . x,,,; — X, =0.

Démonstration. Le sens direct est évident. Montronslaréciproque. On supposedoncquelim,,_., X, —
x, = 0 etonnote I' 'ensemble des valeurs d'adhérence de (x,,). I' est non vide (car (x,,) est bornée,

donc admet une valeur d’adhérence par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass) et est un connexe

de R (par le Théoreme , donc I est un intervalle non vide.

Soit a € T'. Il existe ¢ : N — N strictement croissante (on dit que ¢ est une extractrice) telle que
Xy(n) — a. Mais alors,

Xpny+1 = Xp(n) = [ (Xpm) = Xpn) — fla) —a

et par hypothese, le membre de gauche converge vers 0. Donc f(a) — a = 0 ie. a est un point fixe
de f.

Supposons par I'absurde que (x,,) diverge. Alors I' n’est pas un singleton, donc est un intervalle
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6 Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite dans un compact

d’intérieur non vide : on peut trouver ce I'et h > 0tel que [c — h,c+ h] < T.

Or, c €T, donc

h
3N20telque|xN—c|SE = xyel

et en particulier, x, est un point fixe de f. Ainsi, x,,,; = f(x,,) = x,, pour tout n = N : absurde. [

agreg.skyost.eu
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7 Contre-exemple au théoreme de Dirichlet

3 Contre-exemple au théoréeme de Dirichlet

On construit un contre-exemple au théoreme de Dirichlet qui montre l'importance de I'hypothese
€' par morceaux.

[GOU20]
Contre-exemple 1. Soit f : R — R paire, 2n-périodique telle que : p-275)
e | . 3 X
Vxe[0,n],f(x) =) —zsm((z” + 1)—)
p=1 p 2

Alors f est bien définie et continue sur R. Cependant, sa série de Fourier diverge en 0.

Démonstration.

1
Vxe[O,n], 5—2

1
— sin((zl”3 + l)f)
p 2

. . . 3
donc la série converge normalement sur [0,7]. Comme la fonction x — % sin ((2” + 1)%) est
continue (en tant que composée de fonctions continues), la fonction f est continue sur [0, 7]. On
prolonge f par parité en posant

Vx € [-m,0[, f(x) = f(~x)

Ainsi prolongée, f est continue sur l'intervalle [—m,77]. Comme f () = f(—), on en déduit que f
est 2r-périodique, et est donc continue sur R tout entier.

Posons Vk € N
n 2k +1)t il
VneN, a,; = f Cos(nt)sin(% dt) etVgeN, s, =) a,p
0 n=0
Soient k, n € N. On va chercher a minorer s,, ;.. Pour cela, calculons explicitement a,, ;. :

1 (= . ((2k+1 . ((2k+1
an,kzéf sm(( 5 +n)t)+sm(( 5 —n)t)dt
0

1 1 1
"2 \krn+l k—n+l
n 2 n 2
1
k+§

(c+ 1P -

Par conséquent, a k fixé, a,, . = 0 pour tout n < k. Donc s, ;. = 0 pour tout g < k. Pourle cas g > k,
onremarque que les a, ; sont, a un facteur 7% pres, les coefficients de Fourier a,, (g;.) de la fonction
paire

gk:t'_’

sin((k+%)t)‘
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8 Contre-exemple au théoreme de Dirichlet

qui est continue et €' par morceaux. D’apreés le théoréme de Dirichlet, sa série de Fourier converge
simplement vers g;. sur R. En particulier, en 0, cela donne :

Ay T b4
— 2 Ank = 58:(0) =0
n=1

En faisant tendre g vers +oo, on a ainsi :

Ao,

Sq,k >

Or, a,, . est positif pour n < k et négatif pour n > k. Donc la suite (s, ;) est décroissante a partir

de I'indice g = k. Comme elle converge vers “2£, on en déduit que
- Gk
Vg>k,s,.,=——=0
q q,k 2

Il nous reste a obtenir une minoration de s; ;. Or, pour tout k € N*,

k k+_

sk,k T 1o o
n=1 (k+ 1)2

k+—

Mais, la fonction ¢ — W

est croissante. Donc par comparaison série-intégrale,

n k+l
—dt
Z nl(k+1)2

k k+§
:f T g
0 (k+%)2—t2

_In(4k +3)

2
- In(k)

2

Comme f est paire, les coefficients de Fourier b, (f) sont nuls. Par ailleurs, Vn € N,

a(N) =~ [ f)cos(nryde
= %fo” cos(nt) io izsin((z"’3 + l)g) dr
2 +oo ! f sm((zp +1)= ) dr

I'interversion somme-intégrale étant licite par convergence normale sur un segment. Donc,

2 +o00 | T 1]
VnEN,an(f):—Z_zanz,ﬁ—l ﬁVnEN,Sn_—Z ()= Z 2 Sn,2p-1
T[p:lp ! 2 k=0 —lp
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9 Contre-exemple au théoreme de Dirichlet

Comme les s, ;. sont positifs et que s . = @, on en déduit

p’-1

2p?

1 1
VpeEN, S, = ?szps_lyzps_l > z—pzln(zﬁ—l) = In(2) — +o0
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10 Critere d’Eisenstein

4 Critere d’Eisenstein

Ici, nous démontrons le célebre critere d’Eisenstein que l'on utilise énormément en pratique pour
montrer qu'un polynéme est irréductible.

Soit A un anneau commutatif et unitaire.

I Notation 1. Soit P € A[X]. On note y(P) le contenu du polynéme P.

[OLM18]
Lemme 2. Soit p € A tel que (p) est premier. Alors A/(p) est integre. P37
Démonstration. Soienta, b€ A/(p). On suppose ab = 0. Comme ab = ab, ona ab € (p). Donc
par hypotheése,
ae(p)oube(p)
—a=0o0ub=0
et ainsi A/(p) est bien integre. O
Lemme 3. Si A est integre, alors A[X] 'est aussi.
Démonstration. Soient P,Q € A[X] non nuls, de degrés respectifs n = 1 et m = 1 que l'on écrit
P=Y",a;X"etQ= Zj"io ijj. Alors, le coefficient de X"*™ dans le produit PQ est a,, b,,,. Comme
a, +0,b,, #0 et A estintegre, ce coefficient est non nul. Donc en particulier, le produit PQ est
non nul. [
p. 64

Lemme 4. On suppose A factoriel. Soit a € A irréductible. Alors (a) est premier.

Démonstration. On suppose que a | bc avec b, ¢ € A. Alors, il existe d € A tel que
ad=bc (%)

Si b est inversible, alors a | c. De méme, si ¢ est inversible, alors a | b. Supposons donc que b et ¢
ne sont pas inversibles. Comme a est irréductible, on en déduit que d est un élément non nul et
non inversible de A. Il existe donc des décompositions en irréductibles

b=p..6,,c=7,...Ymetd=06,...0;

avec n, m, k € N*. Par conséquent, en injectant dans (*) :

abdy,...0r =Py BpY1--Ym

Comme la factorisation en irréductibles est unique a l'ordre pres, il existe §; ou y; qui est associé
a a. Si bien que a divise b ou c; c’est ce que 'on voulait démontrer. ]
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11 Critere d’Eisenstein

Lemme 5 (Gauss). On suppose A factoriel. Alors :
(i) Le produit de deux polyndmes primitifs est primitif.
(i) VP,Q e A[X]~{0}, y(PQ) =y(P)y(Q).

Démonstration. (i) Soient P,Q € A[X] tels que y(P) = y(Q) = 1. Supposons y(PQ) # 1. Alors,
il existe p € A irréductible tel que p divise tous les coefficients de PQ. Donc, dans A/(p),
PQ=PQ=0.

Mais, par le Lemme[4} (p) est premier. Donc par le Lemme[2]A/(p) est integre, et en parti-
culier, A/(p)[X] I'est aussi par le Lemme Ainsi, P = 0 ou Q = 0 : absurde.
(ii) En factorisant, on écrit P =y(P)RetQ =y(Q)SouR,S € A[X] avecy(R) =y(S) =1. Dot

PQ =v(P)y(Q)RS avec y(RS) =1 parle Point Ainsi, y(PQ) =y(P)y(Q).
O

Théoréme 6 (Critére d’Eisenstein). Soient K le corps des fractionsde AetP =Y "  a,X' €
A[X] de degré n = 1. On suppose que A est factoriel et qu'il existe p € A irréductible tel que :

(i) pla;, Vie[0o,n—-1].
(i) ptay.
(iii) p* + a,.
Alors P est irréductible dans K[X].

Démonstration. Par'absurde, on suppose P = UV avec U,V € K[X] de degré supérieur ou égal a
1. Soit @ un multiple commun a tous les dénominateurs des coefficients non nulsde U et V. On a

a’P=al aV
=U, =V,
cA[X]€A[X]
On applique le Lemme [5|pour obtenir :
a*y(P)=y(U)y (%) (%)

En factorisant, on écrit U; = y(U,)U, et V; =y(V,)V, avec U,,V, € A[X]. Il vient :
()
a’P =y(U)y(V)U,V, = a*y(P)U,V,

Et comme a € A~{0} et que A estintegre,ona P = y(P)U,V, avec U,, V, € A[X] de degré supérieur
ouégalal.

OnposeU, =Y, b;X'etV,= Z}Lo c]-Xj avec b,c; = a,, # 0 par définition de P. Dans A/(p), ona

agreg.skyost.eu

[GOZ]


https://agreg.skyost.eu

12 Critere d’Eisenstein

et en particulier, le terme de degré 0, byc, = b, c, est nul. Mais, p est irréductible et A est factoriel,
donc auvu du Lemme[d} (p) est premier et A/ (p) estintegre par le Lemme[2] Donc par le Lemme([3]
A/(p)[X] est aussi integre. D'oll b, = 0 ou ¢, = 0 (mais pas les deux car sinon p? | byc, = a,, ce qui
serait en contradiction avec le Point|(iii)).

On suppose donc b_o =0etc, # 0. Sion avait Vi € [0, r], E = 0, on aurait en particulier b_, =0, et
donc b, ¢, = a,, = 0 (exclu par le Point . Donc,

Jieo,r—1]telqueby=-+=b;=0et b, #0
Ainsi,
i+1 -
1= ) biCivir = b1 G # 0
k=0 v;’a
#0
ce qui est absurde au vu du Point[(i)car i € [0,r — 1] avecr -1 < n—1. O

I Application 7. Soit n € N*. Il existe des polynémes irréductibles de degré n sur Z.

Démonstration. On applique le Théoréme[6]au polyndme P = X" — 2 avec le premier p = 2 qui
nous donne l'irréductibilité du polynéme sur Q. Reste a montrer qu'’il est irréductible sur Z.

Or, en supposant P réductible sur Z, on peut écrire P = QR avec Q, R € Z[X] de degré supérieur
ou égal a 1 car P est primitif. Mais a fortiori, Q,R € Q[X] et ne sont pas inversibles donc P est
réductible sur Q : absurde. [
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5 Décomposition de Dunford

On démontre l'existence et l'unicité de la décomposition de Dunford pour tout endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K. [GOU21]

[p- 203]

Théoréme 1 (Décomposition de Dunford). Soit f € & un endomorphisme tel que son
polyndme minimal 77, soit scindé sur K. Alors il existe un unique couple d'endomorphismes
(d,n) tel que:

— f=d+n.

— d est diagonalisable et n est nilpotent.

— don=nod.

Démonstration. On écritm, = (—1)"];_, (X —A;)% et pour tout i, on note N; = Ker((f —A;idg)*)
le i-iéme sous-espace caractéristique de f.
Construction : Comme E = N; & -+ & N, il suffit de définir d et n sur chaque N;. On les définit
pour tout i et pour tout x € N; comme tels :

— d(x) = A«ix — lel = A’i lle

— nx)=fx)-Aix=f(x)-d(x) = n=f-d.

Vérification :

— Lesrestrictions de d et n a N; sont bien des endomorphismes car les espaces N; sont stables
par f et par d (cf. définition de d), donc aussi par n = f —d.

— d est diagonalisable et pour tout i, nﬁ\;i =0 (car Vx € N;, (f — A;)% (x) = 0 par définition de
N;). On pose donc a@ = max;{a;} eton a nl‘}‘vi = 0 pour tout i, donc n* = 0 par somme directe.
Ainsi, n est nilpotent.

— Pour tout i, on a dy, = A;idg, donc n|y, © djy, = diy, ° nyy, i.e. d et n commutent sur chaque
N; donc sur E tout entier.

Unicité : Soit (d', n') un autre couple d'endomorphismes de E vérifiant les hypotheses. On re-
marque d’abord que d’ et f commutent (car d' commute avec d’ et n’, donc avec f = d’ + n’ aussi).
Pour tout i, N; est stable par d' (car Vx € N;, (f — A;idg)% (d'(x)) = d' o (f — A;idg)% (x) = 0).
Comme djy, = A;idy,, on en déduit que d o d’ = d’ o d sur N;. Donc c’est également vrai sur E tout
entier. Ainsi, d et d' sont diagonalisables dans une méme base, donc d — d' est disagonalisable.

D’autre part, comme n = f —d, n' = f — d' et que d et d’ commutent, n et n’ commutent. Si on
choisit p et g tels que n” = n' =0, alors::
p+q
(l’l _ n/)p+q — Z (]9 + q)ni(_l)p+q—in/p+q—i =0
i=0 \ !
(dans chaque terme de la somme, soit i = p, soit p + g — i = q). Donc n — n' = d’ — d est nilpotent.

Or nous avions montré que d’ — d est diagonalisable, donc d’ — d = 0. Finalement, ona d = d' et
!
n=n. O
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14 Décomposition de Dunford

I Remarque 2. On peut démontrer que les endomorphismes d et n sont des polyndmes en f.
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6 Décomposition polaire

On montre que toute matrice M € GL,,(R) peut s’écrire de maniere unique M = OS avecO € 0, (R)
etS € #,; 7 (R), et que lapplication (O,S) — M est un homéomorphisme.

Lemme 1. Soit S € #,(R). Alors S € .%, " (R) si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

Démonstration. Par le théoréme spectral, on peut écrire S = PDiag(A,, ..., A, )P avec P € G, (R).
Si on suppose 4,,...,A, >0,ona Vx #0,

‘xSx ='(Px)Diag(Ay, ..., 4,,)(Px) > 0 car Diag(A,, ..., A,) € % * (R)

d’ou1 le résultat.

Réciproquement, on suppose Vx # 0, ‘xSx > 0. Avec x = ‘Pe, (ol ¢; désigne le vecteur dont la
premiere coordonnée vaut 1 et les autres sont nulles),

'xSx ='(Px)D(Px)="e,De; =1, >0
Et on peut faire de méme pour montrer que Vi € [1,n], A; > 0. [

Lemme 2. %, (R) est un fermé de .#,,(R) et GL,,(R) N £ (R) < % " (R).
Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit de constater que

FHR)={M e M,R)|'M=M}n| ) {Me.t,R)|'xMx =0}

xeR”

qui est une intersection de fermés (par image réciproque). Maintenant, si M € GL,,(R) N %, (R),
alors M est diagonalisable avec des valeurs propres positives ou nulles (par le théoréeme spectral).
Mais comme det(M ) + 0, toutes les valeurs propres de M sont strictement positives. Donc par le

Lemmel[l} M € &;*(R). O
[C-G]
Théoréme 3 (Décomposition polaire). Lapplication 5376

. 0,(R)x 7 (R) — GL,(R)
(()!S) — (0N

est un homéomorphisme.

Démonstration. Montrer qu'une application est un homéomorphisme se fait en 4 étapes : on
montre qu’elle est continue, injective, surjective, et que la réciproque est elle aussi continue.

— Lapplication est bien définie et continue : SiO € @,(R) et S € &, " (R), alors OS € GL,,(R).
De plus, u est continue en tant que restriction de la multiplication matricielle.
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— Lapplication est surjective : Soit M € GL,,(R). Si x # 0, on a

'x("MM)x ="(Mx)(Mx) = |Mx|5>0

En particulier, ' MM € %, *(R). Par le théoréme spectral, il existe P € G, (R) et A4, ...,A,, >0
tels que ‘MM = PDiag(A4,...,A,,)P~. On pose alors

D= Diag(\/ﬂt_l,...,\/fn) etS=PDP!

de sorte que S* = ' M M. Mais de plus,
S='p7l'D'P=S = Se.¥,(R)

et par le Lemme
Vie[l,n],\/A; >0 = Se % " (R)

On pose donc O = MS™! (ie. M = 0S), eton a
'00 =" (MSV)MS =SV MMS 1 =571§2S =1, = 0€0,(R)

Donc u(0,S) = M et u est surjective.

— Lapplication est injective : Soit M = OS € GL,,(R) (avec O et S comme précédemment).
Soit M = O'S' une autre décomposition polaire de M. Alors il vient,

SZ — IMM — t(Olsl)OISl — tsltololsl — SIZ

Soit Q un polynoéme tel que Vi € [1,n], Q(1;) = /A; (les polynémes d’interpolation de
Lagrange conviennent parfaitement). Alors,

S=PD'P =PQ(D?)'P = Q(PD*'P) = Q(*MM) = Q(S?) = Q(5?)

Mais S’ commute avec S'?, donc avec S = Q(S’Z). En particulier, S et S’ sont codiagonali-
sables, il existe Py € GL,,(R) et yy, ..., ty,, ly,---, iy, € R tels que

S = PyDiag(yy,..., 1, )P, ' et S’ = PyDiag(u;, ..., 1y ) Py
d'oti:

§*=8"” = P, Diag(u?,...,u5)Py " = PyDiag(ug, ..., w2 )Pyt
= pi=u?  vieLn]
= ;= Vie[l,n]carVie[l,n], u; >0

= S$=9

Ainsi, 0 = MS™' = MS'~! = 0’. Donc u est injective.

— Lapplication inverse est continue : Soit (M,,) € GL,(R)N qui converge vers M € GL,(R). 11
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s'agit de montrer que la suite (u'l (Mp)) =(0,,S,) converge vers uw (M) =(0,S). Comme
0,(R) est compact, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite extraite

(_Oq,(ﬂ)_ )1c0nverge vers une valeur d’adhérence O € G, (R). Ainsi, la suite (Sy(p)) converge vers

S=0 M.
Mais, =0 'M € GL,(R) n & *(R). Donc par le Lemme
SeGL,(R) N & (R)

et par le Lemme
Se S (R)

Par unicité de la décomposition polaire, ona M = OS, d'ot1O =0 et S = S.

Remarque 4. La preuve vaut encore dans le cas complexe (pour le groupe unitaire et les
matrices hermitiennes).
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7 Densité des polynomes orthogonaux

On montre que la famille des polynémes orthogonaux associée a une fonction poids p vérifiant
certaines hypotheses forme une base hilbertienne de L, (I, p) (oit I est un intervalle deR).

Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. On considere (P, ) la famille des polyn6mes [BMP]
orthogonaux associée a p sur 1. p- 140]

Lemme 1. On supposeque VneN, g, : x — x" € L,(I,p).Alors Vn eN, g, € L,(I,p). En
particulier, I'algorithme de Gram-Schmidt a bien du sens et (P,) est bien définie.

Démonstration. OnaVvVneN,

f, %" 2p(x) dx = ] 12" p(x) dx = | gon l, < +oo

Théoréme 2. On suppose qu'il existe a > 0 tel que
fle‘”x'p(x) dx < +o0

alors (P,) est une base hilbertienne de L, (I, p) pour la norme |.|,.

Démonstration. Soit f € Vect(g,)* = Vect(P,)*. On définit

f(x)p(x) sixel
0

vreR )= { sinon

Montrons que ¢ € L, (R). Remarquons tout d’abord que V¢ =0, t < “th Ainsi, on a

2
(1+|J;(x)|) 0

vael, |f(x)lp(x) s (x)

Comme p et pf? sont intégrables sur I, on en déduit que ¢ € L, (R). On peut donc considérer sa
transformée de Fourier

§iE— f Flx)e % p(x) dx

Montrons que ¢ se prolonge en une fonction F holomorphe sur

Ba:{zetﬁl |Im(z)|<g}
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19 Densité des polyndmes orthogonaux

SIS

ST

Définissons a présent g : (z,x) — e *** f(x)p(x). Pour z € B,, on a

[lgz0ldx < [ e 17 lp() dx
1 I

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour |.||,, on obtient de plus

[e¥1repeaxs ([ e“'x'p(x)dx)% i If(x)lzp(X)dx)% < +00 (+)

On définit la fonction F par

VzeB,, F(z) :fe_izxf(x)p(x)dx = fg(z,x) dx
1 1

L'inégalité (*) montre que cette fonction est bien définie. De plus :
— VzeB,, x — g(z,x) est mesurable.
— pp-enx €1, z— g(z,x) estholomorphe.
— VzeB, Vxel,
(20| = h(x) = e | £(x)lp(x)
et I'inégalité (*) montre que h € L,([I).

Donc par le théoreme d’holomorphie sous 'intégrale, la fonction F est holomorphe sur B,, et
coincide sur R avec ¢.Ce théoreme nous dit de plus que

VneN,Vze B, FM(z) = (=i)" flx"e_i“f(x)p(x) dx
Ce qui donne, une fois évalué en 0 :
Vn eN,F(0) = (-i)" f, X" f(x)p(x)dx = (=) (g f) = 0
Lunicité du développement en série entiére d'une fonction holomorphe montre que F = 0 sur

un voisinage de 0. Le théoréme du prolongement analytique implique alors que F = 0 sur le
connexe B, tout entier, et donc en particulier, sur R. Ainsi, ¢ = 0. Comme ¢ est une fonction
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20 Densité des polyndmes orthogonaux

intégrable, I'injectivité de la transformée de Fourier implique que ¢ = 0. Comme p(x) > 0, on
en déduit que f(x) = 0 pp. en x € I. On vient donc de montrer qu'une fonction orthogonale a
tous les polyndmes est nulle i.e. Vect(g,,)* = {0}.En ajoutant le Lemme a ceci, on a bien que les
polyndmes orthogonaux forment une base hilbertienne de L, (7, p). ]

Contre-exemple 3. On considere, sur I = R}, la fonction poids p : x — x~*). On pose
Vx el f(x) =sin(2zIn(x)). On calcule

(fr8n) = flx”sin(ann(x))x—ln(x) dux

yzli(x)f e(’”l)ysin(Zﬂy)e‘y2 dy
R

(n+1)%

n+1)2
=e 1 fe_(y_Tl) sin(2zy)dy
R

n+1
2

(n+1)2 . _¢2
=(=1)""1e 2 ‘[Rsm(Znt)e " dt,avect =y —

f impaire

Ainsi, la famille des g,, n'est pas totale. La famille des polynémes orthogonaux associée a ce
poids particulier n'est donc pas totale non plus : ce n'est pas une base hilbertienne.
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8 Dimension du commutant

Dans ce développement, on montre en se ramenant a la résolution d’'un systeme d'équations linéaires
homogene que la dimension du commutant d’une matrice est plus grande que celle de l'espace
de départ. On applique ensuite ce résultat pour donner une condition nécessaire et suffisante qui
permettant de calculer le commutant de cette matrice.

Soient K un corps, n=1et A e #,(K).

Notation 1. — Onnote J,(KK) I'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures
d’ordre n a coefficients dans le corps IK.

— On note ¥ (A) le commutant de A.

[Gou21]
Remarque 2. On considére acquis le fait que si 1, = x4, alors A est cyclique : p- 289
Jx € K" ~ {0} tel que (x,Ax,...,A" 'x) est une base de K"
[FGN2]
Lemme 3.

dimy (€(A)) = n

Démonstration. Commencons par poser le systeme d’équations linéaires homogene
AX-XA=0

d’'inconnue X = (x; ;); jeq1,n] € 4, (K). On note # I'espace des solutions de ce systéme.

Plagons-nous d’abord dans le cas ou A = (a; ;); jeq1,n] € T »(K). Considérons ce systeme d’équa-
@ inconnues dans K. Comme AX — X A est triangulaire
supérieure, dire que X est solution revient a écrire @ équations correspondant a la nullité des
coefficients de AX — X A dans la partie supérieure. Mais, de ces équations, on peut en retirer n
qui sont triviales (celles situées sur la diagonale, de la forme a; ;x; ; — x; ;a; ;). Ce systéme a donc

+1 +1) . . .
n(nz ) %lnconnues. Ainsi,

tions pour X € J,,(K); on a alors

— n équations pour seulement

dimy (€/(A)) = dimy (%) = dimy (% 0 T, (1)) = D (”(” ) n) —n

2 2

Si A n'est pas triangulaire mais est tout de méme trigonalisable, il existe P € GL,,(K) et T € 7,,(K)
telles que A = PTP™!. Ainsi,

Xe€(A) = AX =XA
— (PTP H)X =X(PTP™)
— T(P7'XxP)=(P'XP)T
— P 'XPe€b(T)
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22 Dimension du commutant

et puisque X — P~ X P est un isomorphisme de .#,,(K), on a

donc on peut tout a fait se ramener au cas ou A est triangulaire supérieure.

Enfin, si A n'est pas trigonalisable, on considere L une extension de K sur laquelle y4 est scindé.
Lapplication
L M(K) = M, (K)
X — AX -XA

est linéaire, donc on peut considérer sa matrice B € .4,,2(K) dans la base canonique de .4, (K)
(il s'agit de la matrice associée au systeme d’équations linéaires). Alors . = Ker(B). Le rang est
invariant par extension de corps, donc

rangy (B) = rang, (B)

d’'ou
dimy () = dimy (Ker(B))
= n® —rang, (B)
= n® —rang, (B)
= dim, (Ker(B))
=2n
car A est trigonalisable dans L. D’otl le résultat. O
Théoreme 4.

K[A] =€ (A) = 15 = xa

Démonstration. Sens direct : Supposons K[A] = € (A). Le Lemme 3|entraine que
deg(m,) = dim(K[A]) = n
Mais comme deg(m,) < n, on a deg(m,) = n. Par le théoreme de Cayley-Hamilton, on conclut
Tp=Xa

Réciproque : On suppose 1, = y,. Par la Remarque [2, on peut trouver x ee K" ~ {0} tel que
(x,Ax,...,A" 1x) est une base de K". Ainsi, 'application

€A — K"
" B — Bx

est linéaire injective. En effet, si B € Ker(¢), alors

Vke[0,n—1], BA*x = A¥kBx =0 = B =0
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23 Dimension du commutant

car Bs'annule sur une base de K". D’ot dim(¢'(A)) < dim(K") = n. On déduit al'aide du Lemme(3]
que
dim(€¢(A))=n

Notons de plus que
dim(K[A]) = deg(,) = deg(x4) = n

et comme K[A] € 6 (A) (car tout polyndome en A commute avec A), on a bien le résultat. O
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9 Dualde Lp

Avec les propriétés hilbertiennes de L, couplées a certaines propriétés des espaces L,,, on montre que
le dual d'un espace L, est L, pour % + é =1, dans le cas ot p €]1,2[ et oit l'espace est de mesure

finie.

Soit (X, </, 1) un espace mesuré de mesure finie.

I Notation 1. On note Vp € [1,2], L,= Lp(X,d,u).

Lemme 2. Soient p €]1,2[ et f € L,. Alors f € L, telle que | |, < M| f|, ou M = 0.

Démonstration. Comme p €]1,2[,on a % > 1. Soit r tel que £ + 1 = 1. On applique I'inégalité de
Holder a g = |f|P 1y de sorte que

1
fXIfI”dM = 1f1PUlly < |||f|”||§ Ixll, < X IFIS
d’ot1 le résultat. O]

Lemme 3. Soit p €]1,2[. Alors L, est dense dans L, pour lanorme .| ,.

Démonstration. Soit f € L,,. On considere la suite de fonction (f;,) définie par

Vne PQ,‘fh = j?ﬂ|f|5,l

Clairement, (f;,) est une suite de L,. On va chercher a appliquer le théoréme de convergence
dominée a la suite de fonctions (g, ) définie pour tout n e Nparg, = |f,, — I :

— VneN, g, est mesurable.
— (g,) converge presque partout vers la fonction nulle.

— Par convexité de la fonction x — x”, on a

fo-rlp =22 [l L <o iy <2vipp e,

On peut donc conclure

IIf—ntI,’Z=fX|f—fn|’”du—»o

ce qu’il fallait démontrer. O
PR e [Z-Q]
Théoréme 4. Lapplication B 222
L, —(L,) 1 1
q P N
: ou—+—=1
7 g — (g : f — fxfgdu) P q
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I est une isométrie linéaire surjective. C'est donc un isomorphisme isométrique.

Démonstration. Soitg € L, et f € L,,. Linégalité de Holder donne

o (D= lgligIf1l,
donc ¢, € (L,,) et llg,ll < [Ig ;- De plus, si g = 0, alors [l |l = g |, = 0. On peut donc supposer
g +0.

Soit u une fonction mesurable de module 1, telle que g = u|g|. On pose h = u|g|?"!. Comme
q=p(g—-1),ona

[ n1du= [ g1 du= [ [g17du < +oo

X X X

douhel,et ||h||p ||g||q lpg(h)]. Comme, l(ﬁ‘;(” ) < llg,lll, on a en particulier,

1
f 1817 dp < ligg i (f Igl‘idp)"
X Ux® 7))

—_—
=|¢pg(h)| =|all,
et ainsi,
;
oglt= ([ 1g17an] " = ([ lg17du)” = gl
X x
donc llggll = [ gll, et ¢ est une isométrie.

Montrons qu’elle est surj~ective. Soit £ € (Lp)’. D’apres le Lemme onal, < L,, donc on peut
considérer la restriction £ = ¢, .

V€L, [EOI<ICNfI, <MICIIfl, = e (L)

Comme L, est un espace de Hilbert, on peut appliquer le théoréme de représentation de Riesz a
¢.1l existe g € L, telle que

Vfel, O(f)= fX fgdu

Pour conclure, il reste a montrer que g € L, et que I'égalité précédente est vérifiée sur L,,. Comme
dans précédemment, on considere u de module 1 telle que g = u|g| eton pose f, = u|g|?™'1, gl=n €
L,<L,.Ona

fX 181 g en dpt = £(£) < 1211, = 1] ( [X |g|‘fﬂ|g|sndu)5

([ 18190120 00)" = ([ 1g170120am) 7 <101

D’apres le théoreme de convergence monotone, on a

D’ou

Jim ([ 1g17 ﬂ|g|<,,du) -([ Igl”du) = lgly = I1€]
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Et en particulier, g € L. Ainsi, ona Vf € L,, £(f) = ¢4(f). Les applications ¢ et ¢, sont continues
sur L, et L, est dense dans L, (par le Lemme , donconabien £ = ¢, = ¢(g). [

[L1]
p.140

Remarque 5. Plus généralement, sil'on identifie g et ¢, :
— L, estle dual topologique de L, pour p €]1, +ool.

— L, estle dual topologique de L, si u est o-finie.

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

27 Equation de Sylvester

10 Equation de Sylvester

On montre que l'équation AX + XB = C d'inconnue X admet une unique solution pour tout C €

M, (C) et pour tout A, B € M, (C) dont les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative.

Lemme 1. Soit | .|| une norme d’algebre sur .#,,(C), et soit A € .#,(C) une matrice dont
les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative. Alors il existe une fonction
polynémiale P: R — Ret A > 0 tels que || e | < e M P(t).

Démonstration. On faitladécomposition de Dunfordde A: A = D+N.Comme D et N commutent,

onae' =e'Pe'™ Soient Pla matrice de passage donnée par la base de diagonalisation de D et
Ay wsurC”,onaVver =0,
|

<|upm|”P | sup |Diag(e,...,e" x|
_,_4

lxllo=1

|”etD ||| _ metPDiag(Al,...,An)P‘

<a sup et

i€[1,n]

=ae

ou A > 0 par hypothese. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, donc il existe
B > 0tel que [|e™|| < pe~*.

Pour conclure, en notant r I'indice de nilpotence de N,
le ] < |l || IIe”VII

=P(1)

Théoreme 2 (Equation de Sylvester). Soient A et B € .#,,(C) deux matrices dont les valeurs
propres sont de partie réelle strictement négative. Alors pour tout C € .#,(C), 'équation
AX + X B = C admet une unique solution X dans .#,,(C).

Démonstration. Comme l'application ¢ : X — AX + X B est un endomorphisme de .#,,(C), qui
est un espace vectoriel de dimension finie, il suffit de montrer qu’elle est surjective pour obtenir
I'injectivité (et donc 'unicité de la solution). Soit C € .#,,(C). On considere le probleme de Cauchy

agreg.skyost.eu

[GOU21]

[p- 200

[1-P]


https://agreg.skyost.eu

28 Equation de Sylvester

suivant d’'inconnue Y : R — .4, (C) :

{Y’:AY+YB -

Y()=C

Il s'agit d’'une équation différentielle linéaire a coefficients constants (on peut voir cela notamment
en calculant les produits AY et Y B et en effectuant la somme; 1'égalité matricielle avec C donnant
le systeme d’équations voulu). D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire, (E) admet une
unique solution définie sur R tout entier, que 'on note Y.

On vérifie que la solution est définie V¢ € R par Y (¢) = exp(tA)Cexp(tB). En effet pour tout ¢ € R,
ona:
Y'(t) = Aexp(tA)Cexp(tB) + exp(tA)CBexp(tB) =AY + YB

car toute matrice M commute avec son exponentielle (puisque exp(M ) est limite d’'un polynéme
en M) et donc M commute aussi avec exp(tM ) pour tout ¢ € R.

On va maintenant montrer que X = — [,"° Y (s) ds est la solution de I'équation de Sylvester. Pour
tout ¢ = 0, on intégre Y' entre 0 et ¢ pour obtenir :

Y(t)—C:fOtY’(s)ds:AxfOtY(s)ds+fOtY(s)dst

Il ne reste donc plus qu'a montrer que Y (¢) — 0 et que Y est intégrable pour conclure. Par
le Lemme [1} il existe A,,1, > 0 et P,,P, : R — R polynomiales tels que [[e"| < e™MP,(¢) et
|e’B| < e=*2!P,(t) pour tout ¢ = 0. Ainsi, en posant A = max(A,,1,) et P = P,P,, comme |.|| est
une norme d’algebre :

1Y (2)] = lle**Ce™| < [C||P(t)e >}

En particulier, on a bien Y (¢) — 0. De plus, comme CP(t)e~?*! est intégrable sur [0, +oo et

domine || Y ()], alors Y est aussi intégrable [0, +oo[. Finalement, en faisant ¢ — +o0, on obtient :
+00 +00
—C:Axf Y(s)ds+f Y(s)ds x B
0 0

Donc ¢(X) = X : ¢ est surjective et X est bien la solution de I’équation de Sylvester. [

Remarque 3. Pour dire que toute matrice M commute avec exp(M ), on aurait simplement pu
dire que exp(M) est un polynéme en M ie. VM € .4, (C), AP € C[X] tel que exp(M ) = P(M).

Démonstration. Soit M € 4, (C). Lensemble C[M] = {P(M) | P € C[X]} est un sous-espace
vectoriel de .#,(C) qui est de dimension finie, donc C[M | I'est aussi et est en particulier fermé.

Pour tout n €N, onpose P, = ¥} _, MT,k € C[M] de sorte que P, —,,_. ., €exp(M ). Comme C[M |
est fermé, on en déduit que exp(M ) € C[M]. Donc 3P € C[X] tel que exp(M ) = P(M). O
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11 Extremaliés

Dans ce développement, on montre l'existence et l'unicité des multiplicateurs de Lagrange liant les
différentielles de plusieurs fonctions sous certaines hypotheses.

[GOU20]
Théoréme 1 (Extremaliés). Soit U un ouvert de R” etsoient f, g, ..., g, : U — R des fonctions

de classe 6€'.OnnoteI' = {x € U | g;(x) = --- = g,(x) = 0}. Si fir admet un extremum relatif
en a €I et siles formes linéaires d(g;),, ...,d(g,), sont linéairement indépendantes, alors
il existe des uniques A,, ..., A, appelés multiplicateurs de Lagrange tels que

dfa = /lld(gl)a +t Ard(gr)a

N

Démonstration. Soit s = n —r. Identifions R"” a R® x R" et écrivons les éléments (x, y) de R" sous p- 347
la forme (x,y) = (xy,..., X5, V1, ..., ¥,). On notera également par la suite a = («, 8) avec a € R® et
B € R". On a déja plusieurs informations :

— Déja, r < n, car les formes linéaires d(g;), forment une famille libre de (R")*, qui est de
dimension 7.

— De plus, si r = n, la démonstration est triviale car (d(g;)) e, €St alors une base de (R")".
Pour ces raisons, nous supposerons dans la suite r < n—1 (ie. s = 1).

Comme (d(&;)4)iep,r est une famille libre, la matrice

((Z%(a))ieul,,ﬂ (%;(a))ieﬂl,rﬂ)

JjelL,s] Jjeli,r]

est de rang r. On peut donc extraire une sous-matrice de taille r x r inversible. Quitte a changer le
nom des variables, on peut supposer que c’est la sous-matrice de droite, ie.

det((%(a)) )#EO (*)
Jj ije[1,7]

On va appliquer le théoreme des fonctions implicites a la fonction g = (g, ..., g,). Pour cela, on
vérifie les hypotheéses :

— gestdeclasse €.

— g(la,B)=0car(a,B)=acT.

— La différentielle partielle d, g, est inversible par (x).
Ainsi, il existe :

— U’ voisinage de a dans R°.

— V' voisinage de f dans R".

— ¢ :U' — V'declasse €' telle que p(a) = fetV(x,y) e U x V', (x,y) €T < g(x,y) =
0 = y=¢(x).
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En d’autres termes, sur un voisinage de a, les éléments de I' s’écrivent (x, ¢(x)). On pose mainte-
nant u : x — (x,¢@(x)) et h = f o u. Par composition, h est différentiable en « et

0 TN dhy = d(f o u)g = dfy() o dtg = df, o du,
En termes de matrices, cela donne :

0 I

N

-((Z@] (@) )| (20
(axi jelus) \Yi e (Ej(“))ieﬂl,rﬂ
0 jelbs]

F=(a)+ L) Wfk( a)3%(a)

a
(@) +X), ayf; (a)5%(a)
On aboutit a la relation suivante :

Vieﬂl,s]],%(a) ia—i() () (%)
i 1

Comme Vj € [1,r], gi(a,p(a)) = gj(a) = 0, on peut aboutir de la méme maniere a la relation
suivante :

0g: r 0g. 0
vie[l,s],vj e L], a_j(““kzlﬁ(“)a%(“)zo (5 % %)
1 = 1

On considere maintenant la matrice M suivante :

3 ) (af )
a a
(ax,-( )j(—:[[l s ayf( )je[[l r]]

M =
ogi 6g,
( ( ))le[[l ] (a) i€[1,r]
Jje[L,s] jelir]

Par (%) et (* * %), les s premiers vecteurs colonnes de cette matrice s'expriment linéairement en
fonction de ses r derniers. Donc rang(M ) < r. Mais, le rang des vecteurs lignes d'une matrice est
égal au rang de ses vecteurs colonnes. Donc les r + 1 vecteurs lignes de M forment une famille liée.
Mais par hypothese, les r derniéres lignes sont libres. Donc la premiere ligne est combinaison
linéaire des r derniéres, ce qui se réécrit :

A, ..., A eRtelsquedf, = A,d(g), + - +1,d(g),
Lunicité est claire car (d(g;)4) ep1,,7 €St une famille libre. O

Remarque 2. Attention a la rigueur et a la propreté dans cette démonstration. On peut tres
vite se perdre si I'on va trop vite ou si I'on ne prend pas le temps de bien écrire chaque
donnée.

[BMP]
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Remarque 3. 1l parait que le jury n'aime pas beaucoup cette démonstration. Si vous la
proposez, soyez stir de pouvoir en donner une interprétation géométrique : grace a la
condition d'indépendance des d(g;),, I' est une sous-variété de R"” autour du point a. D’autre
part,
-
dfy =Ad(g1)q+ -+ A,d(g). <= [Ker(d(g;).) < Ker(dfy) (%)
i=1
En particulier, df, est nulle sur N;_, Ker(d(g;),). Or, 'espace tangent en a a la sous-
variété {x prochede a | g;(x) = --- = g.(x) = 0} est justement {h € R" | d(g;),(h) = -+ =
d(g,).(h) = O}

Bref, la condition (*) exprime que df, est nulle sur le plan tangent a I en a. Ceci équivaut
aussi a ce que V[, soit orthogonal a 'espace tangent a I" en a. Ainsi, la seule maniere de
rendre f plus petit serait de “sortir de I'”.
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12 Formes de Hankel

Le but de ce développement est de construire une forme quadratique permettant de dénombrer les
racines réelles distinctes d'un polynoéme en fonction de ses racines complexes.

Soit P € R[X ] un polynéme de degré n.

Théoréme 1 (Formes de Hankel). On note x, ..., x, les racines complexes de P de multipli-
cités respectives my, ..., m;. On pose

t
so=netVk=1,s.=) mxf
i=1

Alors :
() 0 = X;jefo,n-1 Si+jX;X; définit une forme quadratique sur C" ainsi qu'une forme
quadratique o sur R”.
(ii) Sionnote (p, q) la signature de ok, ona:
— t=p+q.
— Le nombre de racines réelles distinctes de Pest p — g.

Démonstration. o est un polyndme homogene de degré 2 sur C (car la somme des exposants est
2 pour chacun des mondmes), qui définit donc une forme quadratique sur C". De plus, on peut
écrire :

Vi=1,s,= Y  mxF+ Y m(xF+30)
x racine de P x racine de P
xeR xeC

donc s; =5}, ie. s, € R. Donc o définit une forme quadratique o sur R”. D’ot1 le premier point.

Soit ¢, la forme linéaire sur C" définie par le polyndme homogene de degré 1
P(Xgoor Xpo1) = Xo+ 0. Xy + -+ 107X,
pour k € [0, ]. Dans la base duale (e;")c[o,,-1] de la base canonique (¢;)efo,,-1) de C", ona

— p* * n-1 %
P =€ +Xre + +xk €, 1

Et comme
1 1 1
XO Xy e xt Vandermonde
det((¢i)keqo, ) = . . +
xgtoxt xp!

la famille (@) kepo ¢ €st de rang ¢ sur C. Or, le coefficient de X;X; dans Yio, mk(p,% vaut

t 2i _ S
{Zk=1 mpxi’ =S Sii=j

t i J _ vyt i+j _ ;
Do 2 X Xy = X, 2myx, =25, sinon
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donc,o =Y _, my (p,%. En particulier, rang(o) = t par indépendant des ;.. On en déduit,
p +q =rang(o) =rang(og) =t

(le rang est invariant par extension de corps).
Soit k € [0, ¢]. Calculons la signature de la forme quadratique (p,% + @t
— Six; €R, ona@f + @ =2¢Z%, qui est de signature (1,0) car ¢y # 0.

— Six; ¢ R, onag; + 9> =2Re(¢;)* —2Im(¢;)* qui est bien une forme quadratique réelle.
Et x; = x;, donc la matrice

1 1

Xk Xpe

n-1 ——n-1
xk Xk

est de rang 2 (cf. le mineur correspondant aux deux premiéres lignes). Donc ¢, et ¢, sont
indépendantes. Ainsi, rang((p,i +@;%) = 2 sur C, donc sur R aussi (toujours par invariance
du rang par extension de corps). Donc la signature de (p,% + @i est (1,1).

Maintenant, regroupons les ¢;. conjuguées entre elles lorsqu’elles ne sont pas réelles :
J 2 J 2 2
o= ) mp+ ) m(pp+ @)
k=1 k=1
xER X¢R

En passant a la signature, on obtient :

-0 (555

ol r désigne le nombre de racines réelles distinctes de P. Par unicité de la signature d’'une forme
quadratique réelle, on a bien p — g = r. D'ot le point (ii). ]

Remarque 2. Tout l'intérét de ces formes quadratiques est qu'on peut calculer les s; par
récurrence en utilisant les polyn6mes symétriques élémentaires, sans avoir besoin des
racines.

[GOU21]
Proposition 3 (Sommes de Newton). On pose P = Y;'_  a; X k. Les sommes de Newton p- 56

vérifient les relations suivantes :
(i) sp=n.
(ii) Vke[1l,n—1], s = —kay_ T3 $i@n_gs

(111) Vp € N! Sp+n = Z?:l Siap+n—i'
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13 Formule de Stirling

2 . 2 . 7. n\n
Dans ce développement un peu technique, nous démontrons la formule de Stirling n! ~ \/2nn (;)
a laide du théoreme central limite et de la fonction T d’Euler.

>1, Y\/‘E" est a densité et,
fY_\—fn(X) =\/nfy(n+x\/n)pp.enx R

Démonstration. Vx € R,

F (x)—IP(Y_n<x)
e e

=P(Y <x\/n+n)
:Fy(x\/ﬁ"‘ n)

Or, la fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle a densité est dérivable presque partout,
et sa dérivée est presque partout égale a sa densité. Donc :

fra(x) = Vnfy(xy/n+n)pp.enx eR

Remarque 2. 11 ne s’agit ni plus ni moins qu’'une version affaiblie du théoreme de changement
de variable.

[G-K]
Lemme 3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~I'(a,y) et - 180

Y ~T(b,y).AlorsZ=X+Y ~T(a+b,y).

Démonstration. Soit f , : x — %x“'l e " 1g+(x) la densité delaloiI'(a,y). Vx =0,ona:

f= [ xfa,y(x - 1)y (1) de

-1 e vt L __ Y ¢ b-1 _Y(x_t)dt
f @' (x=0)""e

I'(b)
—‘Hbe i " pa Yx—-1)r1de
I'(a)'(b) Jo
rmux Yl +b—1f1 -1 b-1
=y a=l(x —)b=1ds
T(a)T(h)" , Wm0

= a,bfa+b,y (x)
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ouK,, = rr(%lf(b;) S u® ! (1- 1)’ du. Notons par ailleurs que f; est nulle sur R~ et coincide donc

avec K pfo4p,y SUrR™.

Pour conclure, on utilise la condition de normalisation :

1= fR f)dx=K,, fR fuepy(X)dx =K,

On obtient ainsi f; = f,.4,,, ce que 'on voulait. [

Théoréme 4 (Formule de Stirling).

e

nl ~ M(—)

Démonstration. Soit (X,,) une suite de variable aléatoires indépendantes de méme loi &£(1). On
pose S, = ¥ 7_, X. Montrons par récurrence que S,, ~I'(n +1,1).

— Pour n =0 :cestclaircar &(1) =T'(1,1).

— On suppose le résultat vrai a un rang n = 0. Pour montrer qu’il reste vrai au rang n + 1, il
suffit d'appliquer le Lemme(3|a S,, ~I'(n,1) et X,,,; ~'(1,1) (qui sont bien indépendantes).

Par le Lemme(I]appliqué a S, pp.en x € R,

=gn(x)

fsnT-n(x) =/nfs (n+xy/n)

_ ﬁ n X " —(n+x\/ﬁ)
_mn 1+ﬁ e 1][_\/5,+00[(x)

= a,hy,(x)

avec :
1

—a. = n""2e /21
n— I'(n+1)

) —V/nx n . s .
— h,:x— eﬁ (1 + ﬁ) 1][_\/;&00[(36) (ce qui nous intéresse moins).

(ce qui nous intéresse).

Montrons maintenant que S:‘/%" converge en loi vers .A4(0,1). D’apres le théoreme central limite,

S, —E(S,) (@
n —nd 22 (0,1
Var(S,,) 0.1)

N

ou:
— E(S,)=(n+1DEX,)=n+1.
— Var(S,)) = (n+1)Var(X,) = n + 1 par indépendance.
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On applique maintenant le théoreme de Slutsky :

S,—n_vn+1|S§,—(n+1) 1 (d)

L = + — A4(0,1)
\/ﬁ \/ﬁ vn+1l vn+1
—_— Y Y——
—1 9 ¥ —0
Tout cela pour dire que,
x2
-7

1 S,—n 1e
Lgn(x)dx:P( \/ﬁ e[orl])_'f(; \/de

De plus:

— Vn €N, h, est mesurable.

o)
— Vx eR, hn(X) = T
e 2

limité, on alim,_,¢(x) = 3. Donc Vx €R, h,(x) — NS

11,400 (ﬁ) ou Vx > -1, ¢(x) = w Par développement

2

— iné R
— Comme Vx > —1, ¢(x) =0, alors h,, est dominée par x N

Donc par le théoréeme de convergence dominée,

_22
2

1 le
h,(x)dx —»[ dx
fO 0 /27

Pour conclure, on écrit :

l ' lim —+00 ! x)dx
f gn(x)dx: dnf hn(x)dx = lim a, = — n—+ ./‘()1 gn( )
0 0 n—+00 l1m,,ﬁ+ooj0 h,(x)dx

et comme I'(n + 1) = n!, par définition de a,, :

n”+%e‘”\/2n
1= lim a,= lim ———

n—+oo n—+oo n!
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14 Formule sommatoire de Poisson

On démontre la formule sommatoire de Poisson en utilisant principalement la théorie des séries de
Fourier.

[GOU20]
Théoréme 1 (Formule sommatoire de Poisson). Soit f : R — C une fonction de classe €' p. 264

telle que f(x) = O(xlz) et f'(x) = O(#) quand |x| — +oo. Alors :

VieR, Y f(x+n)=Y fean)e?

nezZ nezZ

ol f désigne la transformée de Fourier de f.

Démonstration. Comme f(x) =0 (—2), il existe M >0 et A > 0 tel que

1
Yix| > 4,17 (0)] < 5 =)

SoitK >0.0naVxe[-K,K]|,VneZtelque |n|>K+A:

M

(%)
e Wl = e = -k

Donc ),z f (x + n) converge normalement sur tout segment de R donc converge simplement
sur R. On note F la limite simple en question.On montre de méme que Y.,z f' (x + n) converge

normalement sur tout segment de R. Donc par le théoreme de dérivation des suites de fonctions,
F est de classe €' sur tout segment de R, donc sur R tout entier (la continuité et la dérivabilité
sont des propriétés locales).Soit x e R.On a:

N+1

VN €N, %f(x+1+n): Y. f(x+n)

n=—N n=-N-1

NZ3®FR(x +1) = F(x)

ie. F est 1-périodique. On peut calculer ses coefficients de Fourier. Vn € Z,
1 . 1 +oo .
¢, (F) :f F()e2idr= [ Y f(t+n)e ™ dy
0 n=-oo
Par convergence uniforme sur un segment, on peut échanger somme et intégrale :

n

o, F)= 3 [ p(ye-zimnt g

n=—-oovn

Or, la transformée de Fourier d'une fonction L, est convergente. On peut donc écrire :

culF) = [ pe)e it de = famn)
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Comme F est de classe €, sa série de Fourier converge uniformément vers F. D’'ou le résultat. [

Application 2 (Identité de Jacobi).
+00 2 1 +00 an2
Vs>0, ) e =— ) e s

n=-oo \/E n=-00

z L] . 2 . -_— 2 A P L3
Démonstration. Soit a > 0. On définit G, : x — e~** et on connait sa transformée de Fourier :

VEER, G, (¢) = \/ge—é

Soit s > 0. Appliquons le Théoréeme|T]a la fonction G :

2

Z e—7ts(x+n)2 — 1 Z e—(zfﬂ"s) p2imnx
nez \/E nez

x=0 2 1 _an?
pr— Z e sn = — Z e s

nezZ \/E nezZ
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15 exp:.¥,(R)— <% "(R) estun homéomorphisme

Dans ce développement, on démontre que l'exponentielle de matrices induit un homéomorphisme
de #,(R) sur & " (R).

Lemme 1. .¥#,(R) est un fermé de .4, (R).

Démonstration. 11 suffit d’écrire
Fy(R)={M € .M,[R)|'M =M} =f~'{0}

ou f: M — 'M — M est continue, donc .#, (R) est fermé en tant qu'image réciproque d'un fermé
par une application continue. [

Lemme 2. Une suite bornée d'un espace métrique qui admet une seule valeur d’adhérence
converge vers cette valeur d'adhérence.

Démonstration. Soit (x,,) une suite bornée d’'un espace métrique (E, d) qui n'admet qu'une seule
valeur d’adhérence ¢ € E. On suppose par I'absurde que (x,) ne converge pas vers ¢ :

Jde > 0telque VN €N, 3n = N tel que d(x,,¢) > ¢ (%)

On va construire une sous-suite qui converge vers une valeur d’adhérence différente de ¢.
Par (*) appliqué a N = 0, 3n, > 0 tel que d(x,, , ) > €. On définit donc ¢(0) = n,.

Supposons construite ¢(i) jusqu’a un rang k telle que Vi <<> k, ¢(i + 1) > ¢(i) (lorsque cela
a un sens) et d(x,;), ) > €. Il suffit alors d’appliquer (*) a N = ¢(n) + 1 pour obtenir un n;. >
@(n) +1>¢@(n) tel que d(x,,,¢) > €; on définit alors ¢ (k + 1) = n.

Nous venons donc de construire par récurrence une application ¢ : N — N strictement croissante

ettelleque VneN, d(x ) > e. La suite (x,,(,)) est bornée (par hypothese) : elle est contenue

@(n) p(n

dans un compact et admet une valeur d’adhérence ¢’ (par le théoréme de Bolzano-Weierstrass).

Soit donc ¢ : N — N strictement croissante telle que (X(yoy)(n)) cOnverge vers ¢ ",

OnaVneN, d(Xoy)n),€) > € quidonne d(¢',£) = € aprés un passage a la limite. Donc ¢ # £'.

Et ¢’ est clairement valeur d’adhérence de (x,,) : absurde. [

Lemme 3. Soit S € .%, (R). Alors,
ISHl, = p(S)

ol p est 'application qui a une matrice y associe son rayon spectral.

Démonstration. D’apres le théoreme spectral, il existe (e, ..., e,) une base orthonormée de R”
formée de vecteurs propres de S associés aux valeurs propres A,,...,A,, de S, qui sont réelles car S

agreg.skyost.eu

[I-P]


https://agreg.skyost.eu

40 exp : %, (R) — %, " (R) est un homéomorphisme

est symétrique. Soit x € R” dont on note (x,,...,x,) ses coordonnées dans cette base. On a

2

n
ISx |15 = Z Aix;e;

i=1

n
=Y A2xf < p(S)lxl3
i=1

2

D’ot [ISll, < p(S). Pour obtenir I'inégalité inverse, il suffit de considérer A € R une valeur propre
de S telle que |A| = p(S) et x € R" un vecteur propre associé a 1. On a alors

[Sxl2 = [Alllx ],
eton abien p(S) < [ISll,. O

I Théoréme 4. Lapplication exp : %, (R) — &, " (R) est un homéomorphisme.

Démonstration. Montrer qu'une application est un homéomorphisme se fait en 4 étapes : on
montre qu’elle est continue, injective, surjective, et que la réciproque est elle aussi continue.

— Lapplication est bien définie et continue : Soit S € .#,(R). D’apres le théoréme spectral,

3P € G,(R) telle que S = P Diag(A4,...,A,,) P!
D

ou Ay, ..., A, désignent les valeurs propres de S. On a donc

exp(S) = P lexp(D)P
= P !'Diag(e™,...,1,,)P

Or, P7! =P, donc "exp(S) = exp(S) et exp(S) € %, (R). De plus, Vx € R",
'xSx =*'(Px)D(Px) >0

car D € #,*(R). Donc S € &, " (R).

— Lapplication est surjective : Soit S € %, *(R). On peut écrire

S = PDiag(uy, ..., it,)P~!

11 suffit alors de poser U = P! Diag(In(y,),...,In(u,))P € .%,(R) pour avoir exp(U) = S;
d’ou la surjectivité.

— Lapplication est injective : Soient S, S’ € .%,(R) telles que exp(S) = exp(S’). Montrons que
S =§'. Comme avant, 3P, P’ € 0, (R) telles que

S = PDiag(A;,...,A4,)P"" et S’ = P' Diag(A},...,A,,)P"™!

Soit L € R[X] tel que Vi € [1,n], L(et) = A; et L(eM) = A; (les polynémes d’interpolation
de Lagrange conviennent parfaitement et sont bien définis dans le cas présent car et =
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el = A, = A; par injectivité de 'exponentielle). D'ott

L(exp(S)) = L(PDiag(A,,...,A,)P™1)
= PL(exp(Diag(2,,...,A,)))P!
= PDiag(A,,...,A,)P7!
=S

et de méme, L(exp(S"))=S".DouS=S5".

L'application inverse est continue : Soit (A;.) une suite de ., " (R) qui converge vers A €
ZF*(R). 1l s'agit de montrer que la suite (B,.) de terme général B, = exp™!(A,) converge
vers B = exp~!(A). Supposons tout d’abord (B, ) non bornée. Comme sur.%,(R), II.ll, = o(.)
(par le Lemme , il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que p(B,,(k)) — +oo. On
peut donc extraire une suite de valeurs propres (A, ) telle que |A;| — +oo. Encore une fois,
quitte a extraire, on peut supposer A;, — +ocoou A1, — —oo.

— Si A, — 400, e — +00. Mais Vk € N, e** est valeur propre de A,,, donc p(A;) —
+00 : absurde car (A;.) converge.

— SiA, — —00, e M — +00. Mais Vk € N, e~ est valeur propre deA,:l, donc p(A,;l) —
+00 : absurde car (A;') converge par continuité de M — M.

Donc la suite (By) est bornée. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, (B;) admet une
valeur d’adhérence B. Comme .%, (R) est fermé (c’est le Lemme , Be %,(R).

Soit ¢ : N — N strictement croissante telle que B,y — B. Alors,
exp(B)=A — Apry = exp(Bq,(k)) — exp(E)

ie. exp(B) = exp(B); donc B = B par injectivité de exp. Donc par le Lemme B, — B.
O
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16 Intégrale de Dirichlet

Il sagit ici de calculer l'intégrale de Dirichlet en utilisant les théoréemes classiques d’intégration.

Lemme 1.
vy, teRY, |e 070 <1

Démonstration. Soienty,t € R*.Ona:

|00t = e et = e e

Or, e'! est un complexe de module 1 et yt =0, donc e¥* < 1. D’ol1 le résultat. OJ
[G-K]
Théoreme 2 (Intégrale de Dirichlet). On pose Vx =0, 5. 107

F(x)= f+oo &t(t)e_“dt
0

alors :
(i) F est bien définie et est continue sur R*.
(i) F estdérivable sur R} et Vx € R}, F'(x) = — .
(iii) F(0)= [y ds =1,

o 5nl) -G8

Démonstration. PosonsVx e R* etV e R, f(x,t) = Sin—t(t)e_’” ainsiqueVn =1, F,(x) = [" =

Ona:
— Vx =0, t— f(x,t)est mesurable.
— Presque partouten ¢ >0, x — f(x, t) est continue.
— Vx =0 et presque partouten ¢ >0, |f(x,t)| <1, et t — 1 est intégrable sur [0, n].

On peut donc appliquer le théoreme de continuité sous l'intégrale pour conclure que F,, est
continue sur R*.
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Soientx=0etg=p=N=0.0na:

|, (x) - F,(x)] = fp T fx, ) dr

q it
= Im(f e‘”e—dt)
» t

—(x=i)t
qe
f dt
bt

1 q e~ (-0t
. f (x—1) dr
|x =il |Jp 4

—(x=i)t
q e
f (x—1) dr
p t

IA

<

q a1
f —(x—i)e DI _(dy
p t

Nous allons réaliser une intégration par parties. Pour cela, posons :
— U(t)=—-(x-i)e "I = y(t)=e D1
- y(t) = % > y,(t) = —%2

Ce qui nous donne :

—(x—i)t
q e
f (x—1) dr
» t

[u(t)v(t)];’,—f"u(t)v'(t)dt

p
e_(q_i)t e_(p_i)t fq e_(x_i)t
+
p

q p

On applique maintenant le Lemmel|l|:

e~a=it  o=(p=i)t g p=(x=0)t 1 1 (a1
- +f >—dt s—+—+f —d
q p p I p q Jpt
1 1 1149
=— 4+ ——=1|-
p q Ltlp
2
S_
N

D’ou: )
F (x)-F (x)| <—
[Fy(x) = Fy ()] =

Donc la suite de fonctions continues (F,,) vérifie le critere de Cauchy uniforme, et converge ainsi
vers F uniformément. En particulier, F est continue sur R™*.

Soit a > 0. f est dérivable par rapport a x et pour tout x €]a, +oo| et t € R* :

9
‘—f(x,t)‘ = | —sin(£)e~| < e~
0x
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On applique le théoréme de dérivation sous I'intégrale, qui donne :
+o0o
Vx €la,+oo[,F'(x) = f —sin(t)e ' dr
0

En particulier, c’'est vrai sur R} car la dérivabilité est une propriété locale. Or VA > 0,on a:

fA o+ gy = ﬂ

0 i+x
A ) 1 —i+x
— lim e—(z+x)t dr = : —
A—+o0 Jo i+x 1+x2
A . —i+x 1
- Im( lim e_(”x)tdt) = Im( ) =—
A—+00 Jo 1+ x? 1+ x?

Or,

A . A . +00
Im( lim e‘(”x)tdt) = lim | Im(e ™) dt = f —sin(t)e " dr = F'(x)
0

A—+o0 Jo A—+o0 Jo

En recollant les deux morceaux :

F'(x)=- *
()= -1 (+)
Soient x,y € R} . En intégrant (*) entre x et y, on obtient :
F(x)—F(y) = arctan(x) — arctan(y)
Mais,
+oo sin( ¢
1= | [ oy
0 t
< f+°° SINCE) -y 4
0 t
+o0o
< e Vide
0
1
y
y—+oo 0
Il suffit donc de faire tendre y vers +oo pour obtenir :
T
Vx>0,F(x)= 5" arctan(x)
Ce qui, en faisant tendre x vers 0, donne :
+oo sin( ¢ b4
F(0) = f D2
0 t 2
]
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17 Invariants de similitude

Nous montrons l'existence et l'unicité des invariants de similitude d’un endomorphisme d’'un espace
de dimension finie en utilisant la dualité.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur un corps commutatif K. Soit f € Z(E). [GOU21]

[p- 398

Notation 1. Soit x € E. On note P, le polyndme unitaire engendrant l'idéal {P € K[X] |
P(f)(x) =0} (un tel polynéme existe car K[ X] est principal et cet idéal est non réduit a {0})
et E, = {P(f)(x) | P e K[X]}.

Lemme 2. (i) Sik =deg(ny), alors K[f] est un sous-espace vectoriel de £ (E) de dimen-
sion k, dont une base est (f') cfo x-17-

(ii) Soit x € E. Si I = deg(P,), alors E, est un sous-espace vectoriel de E de dimension /,
dont une base est (f*(x))eqo,1-17-

Démonstration. (i) Montrons que la famille (f i)ie[[o, k—1] est & la fois libre et génératrice.

— Soit P(f) € K[f]. On fait la division euclidienne de P par 7, dans K[X] pour écrire
P=m;Q+RavecQ,R eK[X]etdeg(R) < k = deg(n;). En évaluant en f, cela donne
P(f) = R(f) € Vect(idg, ..., f*71). Donc la famille est génératrice.

— Si Y40 A;f" = 0, alors le polyndome P = Y57} 1, X" vérifie P(f) = 0. Donc 7 | P, et
comme deg(P) < deg(ny), ona P = 0. Donc A = --- = A;_; = 0. Donc la famille est
libre.

(ii) La deuxiéme assertion se montre sensiblement de la méme maniére.

Lemme 3. Il existe x € E tel que P, = 7.

Remarque 4. La démonstration est un peu trop longue pour étre incluse ici : c’est un résultat
qui demande du temps pour le démontrer (et pourrait constituer un vrai développement a
part entiere). Nous vous renvoyons vers [GOU21] p. 178 pour la démonstration.

Théoréeme 5 (Frobenius). Il existe des sous-espaces vectoriels Fj, ..., F, de E tous stables
par f tels que:

(l) E = @;‘zl Fi'
(ii) Vie[1,r], larestriction f; = fir, est un endomorphisme cyclique de F;.
(iii) SiP; =7y, estle polynome minimal de f;, ona P, | P; Vi€ [1,r —1].

La suite (P;) e[, ne dépend que de f et non du choix de la décomposition (elle est donc
unique). On 'appelle suite des invariants de f.
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Démonstration. ~ — Existence : Soit k = deg(7;). Parle Lemme il existe x € E tel que P, = 7.

Par le Lemme 2} le sous-espace F = E, est de dimension k et est stable par f et comme
deg(P,) = k, la famille de vecteurs

(x,....fF1(x))

=e
1 —er

forme une base de F. Complétons cette base en une base (e, ..., e,) de E. En désignant par
(ef,...,e,) labase duale associée et en notant I' = {e;, o ] i €N}, on pose

G=TI"
={xeE|VieN, (e,;‘ofi)(x):o}

Ainsi, G est I'ensemble des x € E tel que la k-ieme coordonnée de f(x) (dans la base
(ey,...,e,)) est nulle Vi € N; G est donc un sous-espace de E stable par f. Montrons que
FeG=E.

Montrons que F N G ={0}. Soity € F N G.Siy # 0, on peut écrire y = A, ¢; + -+ + A, e, avec
A, #0et p < k. En composant par e; o k=P, on obtient

Oyic e o f*P ()
= ef (M fFP(e) + -+ A, P(e,)
= ef (M P () ++ A, 5P (x)
= /1p

Ce qui est absurde.
Montrons que dim(F) + dim(G) = n. Cela revient a montrer que dim(G) = n — k. On
sait que G = I = (Vect(I"))® et dim(Vect(I')) + dim(Vect(I')°) = n. Montrons donc que
dim(Vect(I')) = k. Posons

K[f] — Vect(I')

g ~— e-°g

Par définition de T, ¢ est surjective. Soit g € Ker(¢). Onaalors e; og = 0, et comme g € K[f],

Q.

g=Ajid+...A,fP avecd, #0etp<k

Onadonc0 = g o g(fFrx) = A, # 0. Ainsi, g = 0 et ¢ est un isomorphisme. Donc

dim(Vect(I')) = dim(K[f]) = k par le Lemme 2} ce que I'on voulait.

Soit P; le polynome minimal de f|r (qui est le polyndme minimal de f car P; = T =_=, 7p).
Tp=Fy

Soit P, le polyndme minimal de f;. Comme G est stable par f, on a P, (fi¢) = 7¢(fi) =0,

donc P, | P;. 11 suffit alors de réitérer en remplagant f par fi; et E par G pour obtenir la

décomposition voulu.

Unicité :Soient Fy, ..., F, et Gy, ... G, des sous-espaces vectoriels stables par f qui vérifient le
Point@ le Point((ii) et le Point On note pour tout i, P; = 7, et Q; =y . . Onsuppose
par I'absurde (Py,...,P,) # (Qy,...,Qy). Soit j = min{i | P; # Q;}.Comme E = @]_, F; (ol
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Vie[1,r], F; eststable par fetVk =j=1, P;(f)(F;)=0):
P(f)(F)e--eP(f)(Fi-) =PF(f)E) ()
De méme,
Pi(f)(Gy) @ e P(f)(G;-1) @ P(f)(G)) @ --- & P(f)(G) = P;(f)(E) ()
Notons quel'ona Vi € [1,j — 1], dim(P;(f)(F;)) = dim(P;(f)(G;)). En effet, on peut trouver
une base %; de F; et une base %; de G; telles que Mat(fir,, %;) = Mat(fi;,, %;) par cyclicité
de fip, et fig,- En prenant les dimensions dans (*) et (**), on en déduit :

0 = dim(P;(f)(G))) = -+ = dim(P;(f)(G,)) = Q; | P;

Par symétrie, on a de méme P; | Q;. D'ou P; = Q; : absurde.

Remarque 6. Dans ce développement, il est courant de ne montrer que 'existence (a cause
de la contrainte de temps, mais aussi de la contrainte d’espace).
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18 Lemme de Morse

En usant (certains diront plutot “en abusant”) du théoreme d’inversion locale, on montre le lemme
de Morse et on l'applique a l'étude de la position d’'une surface par rapport a son plan tangent.

Notation 1. Si f : R" — R est une application dont toutes les dérivées secondes existent, on
note Hess(f), la hessienne de f au point a.

[ROU]
Lemme 2. Soit A, € .%#,(R) inversible. Alors il existe un voisinage V de A, dans .#,(R) et une

application ¢ : V — GL,(R) de classe €' telle que

VAV, A="y(A)Aw(A)

Démonstration. On définit 'application

AR - FA(R)
M — 'MAM

qui est une application polyndmiale en les coefficients de M, donc de classe €*. Soit H € .4, (R).
On calcule:

oI, +H)—@(l,)="HAy+AH + ' HAy+ H
="(AyH) + AgH +o([|H |1?)
ot ([.|| désigne une quelconque norme d’algebre sur .4, (R)). Ainsi, onade,; (H) = "(AgH) +AyH.
D’ou
Ker(deg; ) ={M € 4,(R) | ApM € of,,(R)} = Ay' of,,(R)

On définit donc
F={Me #,R)|AM € &,(R)} = A, %, (R)

etona.#,(R) = F & Ker(dy, ). Ainsi, la différentielle d(¢|z), est bijective (car Ker(d(¢z);, ) =
Ker(deg; ) N F = {0}).

On peut donc appliquer le théoréeme d’inversion locale a ¢ : il existe U un voisinage ouvert de
I,, dans F tel que (¢,;) soit € l_difféomorphisme de U sur V = ¢(U). De plus, on peut supposer
U < GL,(R) (quitte a considérer U n U’ o1 U’ est un voisinage ouvert de I,, dans GL,(R); qui
existe par continuité de det).

Ainsi, V est un voisinage ouvert de A, = ¢(I,,) dans %, (R) vérifiant :
VAEV,A="(g) " (A)A ()" (4)

Il suffit alors de poser ¢ = (¢, v)~! (qui est bien une application de classe €*) pour avoir le résultat
demandé. [
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Lemme 3 (Morse). Soit f : U — R une fonction de classe 6> (o1 U désigne un ouvert de R”
contenant l'origine). On suppose :

— dfy =0.
— La matrice symétrique Hess(f), est inversible.
— Lasignature de Hess(f), est (p,n— p).

Alors il existe un difféomorphisme ¢ = (¢, ...,¢,) de classe €' entre deux voisinage de
l'origine de R"” V < U et W tel que ¢(0) =0 et

p n
vxeU, f(x)-f(0)= Y. f0)- ¥ ¢
=1

k=p+1

Démonstration. On écrit la formule de Taylor a l'ordre 1 avec reste intégral au voisinage de 0, qui
donne :

f(x)=f(0)+dfy(x) +f01(1 - 0)d*(1- 1) i (x, x) dt
= f(x) = f(0) ="xQ(x)x (*)

ol Q(x) est la matrice symétrique définie par Q(x) = fol (1-t)Hessf;, dt (qui est une application
€' sur U car f est €° sur U).

Par hypothese, Q(0) = He%(f)" est une matrice symétrique inversible, donc en vertu du Lemme ‘
il existe un voisinage V; de Q(0) dans .%,(R) et une application v : V; — GL, (R) de classe €" tels
que:

VA€ V;, Q(0) =y (A)Q(0)y(A)

Mais, I'application x — Q(x) est continue sur U (puisque f est de classe €° sur U), donc il existe V,
voisinage de 0 dans U tel que Vx € V,, Q(x) € V5. On peut donc définir I'application M = v o Qy,,
qui nous permet d’écrire

Vx € V3, Q(x) = "M(x)Q(0)M (x) ()

Or, Q(0) est de signature (p, n — p), donc d’apres la loi d’inertie de Sylvester, il existe P € GL,,(R)
telle que

Q(0)=tP(I” y )P (s %)
n—p
=D

Finalement en combinant () avec (*#*) et (* * x), cela donne

Vx €V, f(x) = f(0) ="(PM(x)x)D(PM (x)x)

P(x)=PM(x)x .
= Vxel,, f(x)-f(0) ="¢(x)Do(x)

ce qui est bien 'expression voulue.

Il reste & montrer que ¢ définit bien un difféomorphisme de classe €' entre deux voisinages de
l'origine. Notons déja que ¢ est de classe €' car M I'est. Calculons la différentielle en 0 de ¢. Soit
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heV,;

@(h)—@(0)=PM(h)h
= P(M(0) + dM,y(h) + o(|| RI)) R
=PM(0)h+o(||h])

d’ot dg,(h) = PM(0)h. Or, PM(0) est inversible, donc en particulier, dg, (/) I'est aussi. On peut
appliquer le théoreme d’'inversion locale a ¢, qui donne l'existence de deux ouverts V et W
contenant l'origine (car ¢(0) = 0) tel que ¢ = ¢, soit un € l_difféomorphisme de Vsur W. [

Application 4. Soit S la surface d’équation z = f(x,y) ol f est de classe € au voisinage de
l'origine. On suppose la forme quadratique d? f, non dégénérée. Alors, en notant P le plan
tangentaSenoO:

(i) Si d? fo est de signature (2,0), alors S est au-dessus de P au voisinage de 0.
(ii) Sid?f, est de signature (0,2), alors S est en-dessous de P au voisinage de 0.

(iii) Sid?f;, est de signature (1,1), alors S traverse P selon une courbe admettant un point
double en (0, £(0)).

Démonstration. Une équation cartésienne de P est donnée par

z-0=f(0)+dfy(x,y)

La différence d’altitude entre la surface S et le plan tangent P au point & € R? est donc donnée par

o(h) = f(h) - (f(0)+dfo(h))

etle Lemme|3|permet d’écrire

8(h) = ag,(h)* + Bp,(h)?

ot (a, B) désigne la signature de d°f; et ¢ = (¢;,¢,) est un €' -difféomorphisme entre deux
voisinages de l'origine dans R?. En particulier, ¢, et ¢, ne s'annulent simultanément qu’en 0.

(i) Sid?f, estde signature (2,0), ona&(h) >0 pour h voisin de 0 et i # 0.
(i) Sid?f, estde signature (0,2), ona (k) <0 pour h voisin de 0 et i # 0.

(iii) Sid?f, est de signature (1,1), ona §(h) = ¢, (h)* — ¢,(h)? et S traverse P selon une courbe
admettant un point double en (0, £(0)).

]
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19 Lemme des noyaux

On montre par récurrence le lemme des noyaux pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie, et on applique ce résultat pour obtenir un critere de diagonalisation.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n = 1 sur un corps commutatif K. [GOU21]

Théoréme 1 (Lemme des noyaux). Soient f € £(E) et P = P,... P, € K[X] (les P; étant
supposés premiers entre eux deux-a-deux). Alors,

k
Ker(P(f)) = G_?Ker(Pi(f))

Démonstration. On procede par récurrence sur k = 2.

— Pour k =2 : parle théoreme de Bézout, il existe U,V € K[X] tels que UP, + VP, = 1. Donc,
Vx €E, (UP +VPR)(f)(x)=(U(f) o P (f)x)+(V(f) e P(f))(x) =x (%)

Soit x € Ker(P;(f)) nKer(P,(f)).Ona:

xeKer(Py (f))nKer(P,(f))

2 W) o PN+ (V(F) o P (1)) () 0

Donc Ker(P; (f)) nKer(P,(f)) = {0} : 1a somme est directe.

Soit maintenant x € Ker(P(f)). Par calcul,
P (fIUP(f)(x)) = (UPP)(f)x)=(U(f)P(f)(x)=0

ie. UP,(f)(x) € Ker(P,(f)). De méme, VP,(f)(x) € Ker(P,(f)). Par (), x € Ker(P,(f)) +
Ker(P,(f)). Donc Ker(P(f)) < Ker(P,(f)) @ Ker(P,(f)).

Etsix € Ker(P,(f)),

P(f)(x) = (P1(f) e P(f)(x) = (P (f) e A (f))(x) =0

donc x € Ker(P(f)) et Ker(P,)(f) < Ker(P(f)). De méme, on montre que Ker(P,)(f) <
Ker(P(f)). Comme Ker(P(f)) est un espace vectoriel, on a bien I'inclusion réciproque.

— On suppose le résultat vrai a un rang k = 2. Montrons qu'il reste vrai au rang k + 1. Ecrivons

P=0Q,QavecQ, =P, ... P,,Q, = Py,
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Les polynémes Q, et Q, sont premiers entre eux, donc le cas k = 2 permet d'obtenir :

Ker(P(f)) = Ker(Q; (f)) ® Ker(Q,(f))

k
= (@ Ker(P;(f ))) ® Ker(P,,(f)) par hypothese de récurrence

i=1

k+1
= DKer(Pi(f))
i=1
ce que 'on voulait.
O
Application 2. Soit f € Z(E). Alors f est diagonalisable si et seulement s'il existe P € K[X]
scindé sur K a racines simples tel que P(f) = 0.
Démonstration. Sens direct : Soient A4, ..., A; les valeurs propres distinctes de f et E , ..., Ey
les sous-espaces propres correspondants. On pose
P=(X-1))...(X - 1) e K[X]
On peut appliquer le Théoréeme/l]:
k
Ker(P(f)) = D Ker(f - A;idp)
i=1
"
=P E,,
i=1
f diagogalisable E
donc P(f) = 0 (et P est bien scindé a racines simples).
Réciproque : On écrit
P=aX-1;)...(X=Ay)
avec les A; € K distincts et a # 0. On peut encore appliquer Théoremel[l|:
E = Ker(P(f))
k
= D Ker(f - A;idg) *)
i=1

NotonsI = {i € [1, k] | Ker(f—A;idg) # {0}}. Vi € I, A; est valeur propre de f et E; = Ker(f - A;idg)
n'est autre que le sous-espace propre correspondant. Par (),

E=@E,,

iel

donc f est diagonalisable. O
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20 Loid’inertie de Sylvester

Le but de ce développement est de montrer la tres connue loi d’'inertie de Sylvester qui donne
lexistence (et une forme d'unicité) de la décomposition d'une forme quadratique réelle en carrés de
formes linéaires indépendantes.

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie n = 1. Soit ® une forme quadratique sur E.

Notation 1. — On note ¢ la forme polaire associée a ®.
— SiT estune partie de E*, on note I'° son orthogonal (ie.T° ={x € E | Vf €T, f(x) =0}).

[GOU21]
Lemme 2. Il existe une base de E qui soit ®-orthogonale.

Démonstration. On procede par récurrence sur 7.
— Sin =1 :iln’y arien a montrer, tout base est ®-orthogonale.

— On suppose le résultat vrai a un rang n = 1 et montrons le au rang n + 1. Si ® = 0, alors tout
base de E est ®-orthogonale. Sinon, il existe v € E tel que ®(v) # 0. Dans ce cas, 'application
f =@(v,.) est une forme linéaire non nulle sur E.

H = Ker(f) estun hyperplan de E etcomme v ¢ H,ona E = H®Vect(v).Or,dim(H) =n-1,
donc on peut appliquer I'hypothése de récurrence a @, et on obtient une base 9 de H qui
est ®-orthogonale. En particulier, 8 U {v} est une base ®-orthogonale de E.

]

Théoréme 3 (Loi d’inertie de Sylvester).

P q
Ap,qgeNetdfy,...,f  €E* telsque @ =) |fil* - Y |f;?
i=1 i=p+1
ou les formes linéaires f; sont linéairement indépendantes et ou p + g < n. De plus, ces
entiers ne dépendent que de ® et pas de la décomposition choisie.

Le couple (p, q) est la signature de ® et le rang ® est égala p + g.

Démonstration. Soit 8 = (e,, ..., e,) une base ®-orthogonale (dont l'existence est assurée par le
Lemmel2). En posant Vi € [1,n], A; = ®(¢;), on a
n n
Vx € Equelonécritx = x;e; + -+ x,e,, ®(x) =) |x;[*®(e;) = Y A;|x;]?
i=1 i=1
Chaque A; est strictement positif, strictement négatif, ou nul. Quitte a les réordonner, on peut
supposer

/ll,...,ﬂ/p >0,Ap+1,...,ﬂzp+q <0, etﬂ/p_'_q_',l =" :An :0
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Pour i € [1, p], on peut écrire 1; = w? et pour i € [p + 1, q], on peut écrire 1; = —w? ot les w; € R*.
On définit :
Vie[l,q],f; = w;e/

Ainsi définies, les formes linéaires f; sont linéairement indépendantes et on obtient bien :

p q
=Y IfiP- ¥ AP (+)
i=1 i=p+1

Reste maintenant a montrer I'indépendance de p et de g vis-a-vis de la décomposition choisie.
Soit donc

!

p' q
=) |glP- Y gl (%)
i=1

i=p'+1
une autre écriture en carrés de formes linéaires indépendantes. Supposons p’ # p avec par
exemple p’ > p. Complétons g, ..., gy, €n une base g,...,g, de E*. Donc, la famille T' =
(fir-orJp»&p+1»-++»&n) st de cardinal p + n — p’ < n. Elle ne peut donc pas former une base
de E*. Donc
dim(T"°) =dim(E*) —dim(I') = 1

Par conséquent,
3x # 0 tel que f,(x) =+ = f,(x) = g1 (x) =+ = g, (x) =0

Donc ®(x) < 0 par (*). Supposons par I'absurde que

gi(x)=-=gy(x)=0

Comme (g;) e, €St une base de E* et que x s'annule sur cette base, on a x = 0 : c'est absurde.
Donc, il existe i € [[1, p] tel que g;(x) # 0. En particulier ®(x) > 0 par (**) : contradiction. Ainsi,
p = p'. On montre de méme que g = q'.

Dans la base ®-orthogonale (e, ..., e,), la matrice de ® est

I, 0 0
0 -1, 0
0 0 O

d’ou le rang de ®. O

Remarque 4. La preuve du Gourdon est un peu décousue. Il faut savoir recoller les morceaux
pour bien montrer existence et “unicité” de la décomposition.
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21 Méthode de Newton

On démontre ici la méthode de Newton qui permet de trouver numériquement une approximation
précise d’'un zéro d’'une fonction réelle d’'une variable réelle.

[ROU]
Théoréme 1 (Méthode de Newton). Soit f : [c, d] — R une fonction de classe €? strictement p- 152

croissante sur [c, d]. On considere la fonction

[c,d] — R
: _ flx)
f'(x)

L4 X — X

(qui est bien définie car f’ > 0). Alors :
(i) a € [c,d] tel que f(a) = 0.
(ii) Ja >0telquel = [a — a, a + a] est stable par ¢.

(iii) La suite (x,) des itérés (définie par récurrence par x,,.,; = ¢(x,) pour tout n = 0)
converge quadratiquement vers a pour tout x, € 1.

Démonstration. Soit x € [c¢,d]. Comme f(a) =0, on peut écrire :

o fw-f@
px)—-a=x-a —f’(x)
_fl@)-f(x) - (a—-x)f'(x)
f'(x)

Or, la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 donne 'existence d'un z €]a, x| tel que

fla)=fx)+f'(x)(a-x)+ %f”(Z)(a - x)?
= fla)-f(x)-f(x)(a-x)= %f”(Z)(a -x)?

Dou: f”( )
V4
p(x)—a= 2f,(x)(x—a)z ()

Soit C = —2xele.d] 1" ()

—_— . % .
Pmingea IF0 LA (%), ona

Vx€[c,d], lp(x)-al <Clx-al?
Soit maintenant a > 0 suffisamment petit pour que Ca < letquel = [a—a,a+a] < [c,d].Alors:
xel = |p(x)—a|<Ca’<a

(la premiere inégalité se voit en faisant un dessin, et la seconde vient du fait que Ca < 1). D’ol1
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p(I)<I.Etsixoel,onadoncVneN,x, €let

| Xp41 —al = lo(x,) - al

<Clx, —al?

Dot c|x,—a| < (C|xy— a)?" < (Ca)?" ouCa < 1. On a donc bien convergence quadratique de

la suite (x,,) vers le réel a. O
. o . . [DEM]
Remarque 2. On suppose que 'on connaisse une approximation grossiere du point que 'on
nomme Xx.
y

~——

Lidée de la méthode est de remplacer la courbe représentative de f par sa tangente au point
Xo:

¥ =f(x)(x = x0) + f ()

Labscisse x,; du point d’intersection de cette tangente avec 'axe des abscisses est donnée
par

f(x0)
X)=Xg—
! ° f'(x0)
d’ou le fait d’itérer la fonction ¢ : x — x — }:,((’;))
. [ROU]
Corollaire 3. En reprenant les hypotheses et notations du théoréme précédent, et en suppo-

sant de plus f strictement convexe sur [c, d], le résultat du théoreme est vrai sur I = [a, d].
De plus:

(i) (x,) eststrictement décroissante (ou constante).

(i) x,,,—a~ j;,((Z)) (x,, —a)® pour x, > a.

Démonstration. La dérivée f’ est strictement croissante (car f est strictement convexe) sur |c, d|.
Ainsi, soit x € [a,d]. Si x = a, on a ¢(x) = x, et la suite (x,,) est alors constante. Supposons
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maintenant x > a.Ona: o
>

7
i)

>0

px)=x- <X

Et par (*) (de la démonstration précédente), 3z €]a, x| :

_ '@
2'(2)

Ainsi, I = [a, d] est stable par ¢ et pour x, €]a, d],ona x, €]a, d] pour tout n € Netlasuite (x,,) est
strictement décroissante. La suite (x,,) admet donc une limite ¢ vérifiant ¢(¢)=¢ < f(£)=0
ie. ¢ = a par unicité. Comme dans le théoréme précédent, la convergence est quadratique :

(x—a)*>0 <= ¢(x)<a

p(x)-a

0<x,,,—-a<C(x,—a)
Enfin, si x, €]a, d], on a comme dans (*) :

Xpny1 — 4 _ f”(zn)

(xn - a)z - f,(Z)

(en faisant la méme démarche que pour (*) on obtient z, €]a, x,,[). On fait tendre n vers I'infini

et la fraction de droite tend vers ?,/((Z)) ; d’ou le résultat. OJ

VneN, x, >aet

Remarque 4. Lajout de '’hypothése de convexité a la méthode de Newton, nous permet de
nous affranchir de 'intervalle I tout en gardant la méme vitesse de convergence.
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22 Nombres de Bell

En utilisant les propriétés des séries entiéres, nous calculons le nombre de partitions de l'ensemble
[1, n].
[GOU21]
Théoréeme 1 (Nombres de Bell). Pour tout n € N*, on note B,, le nombre de partitions de p-314
[1, n]. Par convention on pose B, = 1. Alors,
1 too pk

VkeN*, B.=—-) —
e ,—o n!

Démonstration. Notons que clairement B, = 1. Soit n € N*, exprimons B,,,, en fonction des
termes précédents. Pour tout k < n, on note E; 'ensemble des partitions P de [1, n + 1] tel que la
partie de P qui contient I'entier n + 1 est de taille k + 1. Choisir P dans Ej,, c’est choisir k entiers
de [1, n] (ceux de la partition de P qui contient n + 1), puis construire une partition des n — k
éléments restants. Donc |E;.| = (’,Z)Bn_ -Comme E|, ..., E, forment une partition de 'ensemble

des partitions de [[1, 7 + 1], on obtient :

LR of 14 D ot B of 4 ()

k=0 k=0 k=0

A toute partition P de [1, n], on peut associer une permutation op € S,,, qui est le produit des
cycles de chaque partition de P. On construit ainsi une application

[[1,71]] - S,
P — Up
injective. D'oui :
B, =1[1,n]| <1S,|=n!

On en déduit en particulier que % < 1. En vertu du lemme d’Abel, le rayon de convergence R de
la série entiere . %x" est supérieur ou égal a 1. On peut donc définir

B ]-R,R[ — R
eten dérivant, Vx €] —R,R[ :
+Zo"o n+1
B'(x)= "
n=0 !
¥) T 1 " [n
n=o 1! \i=o\k
F(EE
n=o\k=o k! (n—k)!
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On reconnait 1a le produit de Cauchy suivant :

, +00 n Bk 1 +00 Bn +00 x
B'(x x" = —x" =B(x)e
(%)= Z ZO k! (n k)! ,;0 n! ,;0 n! (x)e”
Reste a résoudre cette équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 :

B(x) = Le®

Or,B(0)=B,=1=Ae!.DouB(x) = %eex.La série entiere définissant 'exponentielle a un rayon

de convergence infini. On peut donc écrire, pour tout z € C :

+00 Nz +00 +00 nz)k
TElT 22, ik
un,k(z)

On va appliquer le théoréme de Fubini-Lebesgue a u,, ;(z) (ol1 z € C est fixé) :
+00 +00 +oo ,nlz|

Y Y upr(@)l= Y — =e < +o00

n=0k=0 n!

n=0

Donc on peut intervertir les signes de sommations. Pour tout x €] — R, R|,

®

fx)=

+
8
+

o0

Z Up, k(x)

Mg I05 1]
g
<
s
K‘
=

I |- &I»—'ml'—*

T
(=]

Par unicité du développement en série entiere d'une fonction, on en déduit, par identification
des coefficients : .
1t¥®n
VkeN* B =-Y —
e n=o n!

Remarque 2. La partie sur le dénombrement (au début de la preuve) est un peu technique.
N’hésitez pas a passer du temps dessus et a y réfléchir en faisant des exemples.
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23 Projection sur un convexe fermé

On montre le théoréme de projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert réel en utilisant
les suites de Cauchy et des propriétés du produit scalaire.

Soit H un espace de Hilbert réel de norme ||.| et dont on note (.,.) le produit scalaire associé.

[LI]
Lemme 1 (Identité du parallélogramme). Soient x,y € H. Alors : P37
1+ y 112+l =y 12 = 2(x 1% + 1y %)
Démonstration. D’une part,
lx+yl1?=Cx+y,x+y) = lx|*+lyl* +2(x, y)
D’autre part,
lx=ylI?=Cx -y, x=y) = x>+ lyl* - 2(x, y)
En additionnant les deux lignes, on obtient bien I'égalité voulue. [
Remarque 2. Linterprétation géométrique de cette égalité est que dans le parallélogramme
formé par les vecteurs x et y, la somme des carrés des diagonales est égale a la somme des
carrés des coOtés.
[GOU20]
Théoréme 3 (Projection sur un convexe fermé). Soit C < H un convexe fermé non-vide. p-427

Alors:
VxeH,lyeCtelqued(x,C) = inéfllx -zl =d(x,y)
ZE

On peut donc noter y = P;(x), le projeté orthogonal de x sur C. Il s’agit de I'unique point
de C vérifiant
VzeC,{(x—Ps(x),z—Pc(x))<0 (%)
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Démonstration. Soit x € H. Posons 6 = d(x,C). Par la caractérisation séquentielle de la borne
inférieure, il existe (y,,) une suite de C telle que ||x -y, || — . Montrons que (y,,) est une suite
de Cauchy. On applique le Lemme/1]:

I I

Vp, g €N, [[(x = y,) + (x = y)I* + 11y, = g l1* = 20l = 3, I + 1 = 4 1) ()

Or, C est convexe. Donc Vp,q €N, YV ¢ C Par définition,

2
+
-2z
2

1
= l-p)+Gx-y)l=o
= [[(x = y,) + (x = y,)|I* = 46°

Par (*x*), quand p,g — +o00:

1, =Ygl = 2((1x =y, 12 =6%) + (Ilx = y,4 1 =6%)) — 0
— 52 — 52

Ainsi (y,,) est une suite de Cauchy de H qui est complet, donc (y,,) converge vers y € H. Mais, C
est fermé et (y,,) est une suite de C, donc y € C.

Montrons maintenant que y est unique. Soit z € C tel que 6 = d(x, C). On définit la suite (z,,) par

y sinestpair
VneN, z, = ) ] )
z sinestimpair

Cette suite vérifie Vn e N, ||x — y, || = 6 donc en particulier || x —y, | — 6, et on peut tout-a-fait
refaire le raisonnement précédent pour montrer que (z,) converge (vers y = z, donc). Ainsi, on a
bien existence et unicité du projeté.

Soit y € C vérifiant (*). Montrons que y = P(x). Vz € C,

lz=x|?=(z=y)—(x-p)|I?
=lz=yl*+lx-yl*-2(z=y,x—y)
>lz—y|*+x-yl?

2 |x-yl?

ie. [z—x]| = |x—y|.Deplus, y € C,donc d(y,C) = d(x,C). Dot y = P-(x).

Montrons maintenant que P.(x) vérifie bien (*). Et Vz € C,on a

Il —2]1* = llx = Po () |1
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Or, en développant :

lx = zlI? = [|(x = Pe(x)) = (2 = Pe(x)) |17
=[x = Pe(x) |1 + 2 = Pe(x) * = 2(x — Pc(x), 2 — Pe(x))
> [lx - Po(x)|?
D’ot,
Iz = Po(x)1I? = 2(x = Po(x), 2= P(x)) 2 0 (% * %)

Soit maintenant z, € C. On va appliquer (x x x)az = Az, + (1 — 1)z, € Cpour 1 €]0,1] :

A2 llzg + Po(x)1? = 2A(x = Po(x), 29 = Pc(x)) 2 0

= Mz + Pc(x)1? = 2(x = Pc(x), 29 = Pc(x)) 2 0

"= 2(x = Po(x), 29— Po(x)) 2 0

ce que l'on voulait. [

Remarque 4. (*) traduit le fait gé¢ométrique que I'angle du vecteur P.(x)x avec Po(x)z est
obtus pour tout z € C. En effet, en notant cet angle §, on a pour z € C:

(x = Pc(x),z2 = Pc(x)) = | x = Pe(x) |||z = Pc(x) [ cos(6)

et si 0 est obtus, on a bien cos(6) < 0.

I Corollaire 5. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors F @ F* = H.

Démonstration. Six € F n F*, alors | x| = (x,x) =0, et donc x = 0. Montrons maintenant que
F +F* = H. Soit x € H. Comme F est un convexe fermé de H (en tant que sous-espace vectoriel
fermé), on peut appliquer le Théoréeme 3| Ainsi, il existe un unique Pr(x) € F tel que d(x,F) =
d(x,Pp(x)) et

Vz€eF,{(x—Pu(x),z—Pp(x))<0 (%)

Soit z, € F. on peut appliquer (*)az = z;:
(x = Pp(x),20 — Pp(x)) <0
On va également appliquer () a z = —z, +2Pp(x) € F :
(X = Pp(x), =2 + Pr(x)) =0 <= (x = Pr(x),2) = Pr(x)) = 0
Ce qui montre que I'inégalité de (*) est en fait une égalité. On en tire :

VzeF, (x = Pp(x),2) = (x = Pp(x), 2= Pp(x)) = (x = Pp(x),0 - Pp(x)) = 0
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donc x — Pz(x) € F*. En conclusion, on a:

x=Pp(x)+x—Pp(x)e F+F*
—_— SY—
eF eFL

et on a donc bien la somme directe H = F & F*. O]
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24 Simplicitéde A, pour n =5

On montre que A,, est simple pour n =5 en montrant dans un premier temps le cas n = 5, puis en
s’y ramenant.

[PER]
Lemme 1. Les 3-cycles sont conjugués dans A,, pour n = 5. P15

Démonstration. Soient a = (al a, a3) etf= (b1 b, b3) deux 3-cycles. Soit o € S, telle que
Vie[L1,3],0(a;)=b;

On a deux possibilités pour o :
— o est paire. Alors 0 € A,,, et le résultat est démontré pour « et f.
— o est impaire. Comme n = 5, il existe ¢, ¢, tels que ¢, ¢, ¢ {b;, b,, bs}. On pose alors T =
(cl cz), etona
(10) (“1 a as) (o) = (bl b, bs)

avec 7o paire. Le résultat est encore démontré pour «a et £.

[ROM21]
p- 49

Lemme 2. Le produit de deux transpositions est un produit de 3-cycles.

Démonstration. Soient @ = (al az] etf= (bl bz) deux transpositions. Si a = §, alors ¢ = id =
o o1 o désigne n'importe quel 3-cycle.
Sia # f, on a deux possibilités :
— Leur support comporte un élément commun : a; = b; = ¢. Donc a = (c az) etf = (c bz)
avec c, a,, b, distincts. Donc aff = (az, c, bz).
— Leur support n'a pas d’élément commun. Dans ce cas a,, a,, a,, b, sont distincts et a§ =
(al a, bl) (az b, bz).
O

Lemme 3. A, est engendré par les 3-cycles pour n = 3.

Démonstration. Soit o € A,. Comme o est paire, on peut la décomposer en un produit d'un

nombre pair n de transpositions :
n-1

o= H TiTi+1
i=1

Par le Lemme|I} chaque produit 7,7;,, peut s’écrire comme un produit de 3-cycles. Donc o est
bien un produit de 3-cycles. ]
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Lemme 4. A; est simple.

Démonstration. Commencons par décrire les types possibles des permutations de A5 (le “type”
d’'une permutation désigne les cardinaux des supports des cycles apparaissant dans sa décompo-
sition en cycles disjoints).

Type de permutation Nombre de permutations
(1] 1

(3] 223 =20

5] 5x4x:§x2xl —24

[2,2] F 22 = 15

Montrons que les permutations de type [2, 2] sont conjuguées dans A;. Soient @ = (al bl) (cl dl) (el)

etf = (az bz) (02 dz) (ez) deux permutations de type [2,2]. Il suffit de prendre o € A; telle que

o(a,) = a,, o(b))=b, eto(e) = e, pouravoircac™ = B.

Soit H < A5 tel que H # {id}. Montrons que H = As.

— Si H contient une permutation de type [2, 2], alors par le Lemme le Lemme il les contient
toutes.

— Si H contient une permutation de type [3], alors par le Lemmel[l} il les contient toutes.

— Si H contient une permutation de type [5], 0 = (a b c d e), il contient alors le com-
mutateur

c) o (c b a) !
c) (O'(C) o(b) U(a))
I

d c bl
al

qui est un 3-cycle. Par le Lemme(l} il les contient tous.

Q
QU T T &
o

Or, H ne peut pas vérifier qu'un seul des points précédents en vertu du théoréme de Lagrange,
carni 16 = 15+ 1, ni 21 = 20 + 1 ne divisent |A;| = 60. Donc H vérifie au moins deux des points
précédents, et ainsi |[H| =1+ 15+20=36. Donc |H| =60 et H = As. H

Siles théorémes de Sylow sont mentionnés dans le plan, il est préférable de mentionner 'argument
suivant.
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Remarque 5. Dans le raisonnement précédent, si H contient une permutation de type [5]
(qui est donc d’ordre 5), alors H contient le 5-Sylow engendré par cet élément. Or, on sait
par les théoremes de Sylow que les sous-groupes de Sylow sont conjugués entre eux. Donc
H contient tous les 5-Sylow et donc contient tous les éléments d’ordre 5.

I Théoréme 6. A, est simple pour n = 5.

Démonstration. Soit N < A, telque N # {id}. Lidée générale de la démonstration et de se ramener
au cas n =5 al'aide d'une permutation bien spécifique.

Soit 0 € N ~{id}, il existe donc a € [1, n] tel que o(a) = b # a. Soit ¢ € [1, n] différent de a, b et
o(b).Onpose 1 = (a c bjeA,(onat™!= (a b cl).Soitp =101 o', Par calcul :

p:(a c b)a(a b c)a'lz(a c b)(a(a) o(b) a(c))

Notons bien que p # id (en tant que produit de 3-cycles, car o(b) # ¢). Or, To1~! € N car N est
distingué et 0! aussi car N est un groupe, donc p € N.

Notons & ={a, b, c,o0(a),o(b),o(c)}. Comme o(a) = b, |F| < 5. Quitte a rajouter, au besoin, des
éléments a &, on peut supposer que |%| = 5. On pose

AF)={acA,|Vie[l,n]|~F, a(i) =i}

le sous-groupe de A,, contenant les éléments qui laissent fixes [1, n]|~%.Sion pose & = {a,, a,, as, a,, as},
on a une bijection entre & et [1,5] :

F —[1,5]

ai'—’l

Donc A(Z) et A5 sont deux groupes isomorphes (en effet, une permutation n’agissant que sur &
peut s'identifier a une permutation n’agissant que sur [1,5]). De plus, par le Lemme {4} comme Ag
est simple, A(&) l'est aussi.
Soit Ny =N N A(F). Ny <A(Z), en effet, soient a € Ny et € A(F) :

— Bap! € A(F) car A(F) est un groupe.

— BaB ' e Ncar N < A;.
En particulier, N, est distingué dans A(&) qui est simple. De plus, p € N, (car Supp(p) € & et
e(p) = (-1)° = 1 donc p € A(ZF) et par 1., p € N). Donc N, # {id}, et ainsi N, = A(Z). On en
déduit :

A(F)=Nn A(F) (%)

Finalement, 7 est un 3-cycle qui n’agit que sur &, donc 7 € A(%) et par (*), T € N. Or, T est un

3-cycle et les 3-cycles sont conjugués dans A,, (par le Lemme(l) donc N contient tous les 3-cycles.
Et comme ceux-ci engendrent A, (par le Lemme[3), ona N = A,,. U
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25 Sous-groupes distingués et table des caracteres

Dans ce développement, on montre que tout sous-groupe distingué d’'un groupe fini s'écrit comme
intersection de noyaux de caracteres irréductibles. On utilise ensuite ce résultat pour donner un

critere de simplicité.

Soit G un groupe fini. [1-P]

[p- 6]

Notation1. — Onnote py, ..., p, les représentations irréductibles de G. On suppose que
P, estlareprésentation triviale.

— Onnote y,,..., X, les caracteres respectifs de p,, ..., p,.

Théoréme 2. Les sous-groupes distingués de G sont exactement les

(Ker(p;) ou I € 22([1,r])

iel

Démonstration. Pour tout i € [1, ], le noyau de p; est clairement distingué et donc toute intersec-
tion de noyaux de représentations irréductibles I'est aussi. Montrons que ce sont en fait les seuls
sous-groupes distingués de G. Soit N < G. On note p : G/N — GL(V) la représentation réguliére
de G/N, de degré [G : N]. On pose p : g — p(nn(g)) (ol my : G — G /N désigne la projection
canonique sur le quotient, qui est un morphisme de groupes car N est distingué). On a alors :

Vg, heG, pg) € GL(V) et pgh) = p(g)p(h)

donc p est une représentation de G. De plus, comme p est injective, on a

Ker(p) ={g € G| p(ny(g)) =idy} ={g € G |nn(g) = egn} =N

Comme p est une représentation de G, on peut la décomposer en somme directe de représenta-
tions irréductibles de G (par le théoreme de Maschke) :

p=EPp;ioule([1,r])etViel, p;:G— GL(W;)

iel

Soit g € G. Dans une base adaptée a la décomposition V = @;.; W;, p(g) s’écrit comme une
matrice diagonale par blocs (ot chaque bloc correspond a une sous-représentation irréductible).
Ainsi,

g eKer(p) < Viel, g €Ker(p;)
d'ou N =Ker(p) =N;c; Ker(p;). O

I Corollaire 3. G est simple si et seulementsi Vi 1, Vg # e, x;(g) # xi(eg)-
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Démonstration. Sens direct : Supposons G simple. Pour i # 1, Ker(y;) = Ker(p;) < G, donc
Ker(y;) = G ouKer(y;) = {eg}

Supposons par I'absurde que que Ker(y;) = G et notons n; le degré de p; de sorte que y;(g) =
1i(ec) = n; pour tout g € G. En particulier,

- Ly n@uE=n

< ’ '>‘_
Xl Xl |G|g€G

Mais, y, et x; sont orthogonaux, donc (), ;) = 0 : absurde. D’ou1 Ker(y;) = {eg}. Donc Vg # ¢,
xi(8) # xi(eg).

Réciproque : Supposonsque Vi # 1,Vg # eg, x;(g) # x:(eg). Alors Vi # 1, Ker(y;) = {eg}. De plus,
comme Ker(y;) = G, toute intersection de ces sous-groupes est triviale. Ainsi, G est simple par le
Théoreme[2 O
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26 Suite de polygones

Il sagit ici d’étudier une suite de polygones a laide de déterminants classiques, et de montrer quelle
converge vers l'isobarycentre du polygone de départ.

. [GOU21]
Lemme 1 (Déterminant circulant). Soient n € N* et a, ..., a, € C. On pose w = eZITn . Alors [p- 153]
a, a, ... G,
R
o j=0
a, a, .. a
ouP =Yyrta.x*x.
Démonstration. On définit
a, a ... G,
a,_; ay ... Q,_ i 1)(i—
A= [Tt 0 "2 lel,(C) et Q= (o), €, (C)
a, a, .. a
Pour i = 2, la i-ieme ligne de A est
(an—i+1 e Apy Gy e an—i—Z)
Si on multiplie cette ligne par la j-ieme colonne de Q, on obtient le coefficient
an_i+1 + an_i+2a)j_l + e+ aow(’_l)(l_l) + alw(]_l)l 4 e+ an_i_zw(j_l)(n_l)
:w(.]_l)(l_l)(ao + ala)]_l 4 eee an_lwu_l)(n_l))
:w(j—l)(i—l)P(wj—l)
et c'est encore vrai pour i = 1 puisque w° = 1. Donc la j-iéme colonne de AQ est égale a la j-ieme
colonne de Q multipliée par P(«’/™!). Ceci entraine que
det(A)det(Q) = det(AQ) = P(1)P(w) ... P(w™ 1) det(Q)
et le déterminant det(Q2) est non nul (en tant que déterminant de Vandermonde a parametres
deux-a-deux distincts). D’ol1 :
det(A) = P(1)P(w)...P(0" ™)
O
[1-P]
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Théoréme 2 (Suite de polygones). Soit P, un polygone dont les sommets sont {z 1, ..., 2 ,}-
On définit la suite de polygones (P,) par récurrence en disant que, pour tout k € N*, les
sommets de P, sont les milieux des arétes de P,..

\w

Alors la suite (P;.) converge vers I'isobarycentre de P,.

Zk,1
Démonstration. On identifie P, au vecteur colonne Z; =| : | e C".Ils'agit de montrer que la
Zk,n
§
suite (Z;) converge vers | : | ol g désigne I'isobarycentre de P,.
8

En utilisant la notation matricielle, la relation de récurrence s’écrit

1 1
e : oz 0 . 0
1122 1 1 .. .
- 0 5 3 .o
VkEN,Zk+1: :AZk OUA = E
Zl,ntRE,1 1 1
Zen TR 0 0 = £
2 oo 2 2
1 9 o 1L
2 2

Par une récurrence immédiate (c’est une suite géométrique), on a donc Vk € N, Z; = A¥Z,. 1l suffit
donc de montrer que (A¥) converge dans .#,,(C) (muni d’'une norme quelconque par équivalence
des normes en dimension finie).

Pour cela, étudions les valeurs propres de A :

a, a ... G,
a,_ a N/
xa=det(A-XI,)=|""" "0 v Hn2
a a .. a

avec a, = % -X,a = % et Vi > 2, a; = 0. On reconnait le déterminant circulant du Lemmeet en
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posant P(Y) =Y }2, a.Y*etw= e%, la formule du déterminant circulant nous donne :
n . n (n-1 Ei n 1 1 . n
ta=[1P@)=T]|). a0 |=1]] (——X+—w1) =114 -X)
j=1 j=1\k=0 j=1\2 2 j=1

oul; = # Et comme A; = 1; < i =j, le polyndome y, est scindé a racines simples. Donc
3Q € GL,,(C) telle que A = QDQ ! et D = Diag(A,,...,A,,).0r pour j # n,

cos(ﬂ)‘ <1
n

Ainsi, /1;C — 0sij < n,donclasuite (A¥) converge dans .#,,(C) versla matrice B = Q Diag(0, ...,0,1)Q "
par continuité de I'application M — QM Q™.

On pose donc X = BP,, de sorte que la suite (Z;.) converge vers X. Par continuité de M — AM, la
limite X vérifie forcément X = AX ie. X est vecteur propre de A associé a la valeur propre 1. Or

1
I'espace propre de A associé a la valeur propre 1 contient le vecteur | : | et est de dimension 1
1
(car x4 posséde n racines distinctes), donc il est engendré par ce vecteur. Ainsi, il existe a € C tel
a
que X =| : |ie. (Z;) converge vers le point d’affixe a.
a

Enfin, on remarque que si g est 'isobarycentre de P, il est aussi égal a celui de P, pour tout k
(que I'on note g;) car pour tout k = 1:

1 & I & Zgo1,i + 2k-1i1 1 &
8c==2 Zki== == Zk-1,i = k-1
n iz n iz 2 n iz
a
(en considérant les indices i modulo n). Or, la suite (Z;.) converge vers | : |, et la fonction ¢ qui
a
a n points du plan associe son isobarycentre est continue. Donc,
8k = (p(Zk) - QD(Cl,...,d) =a
et comme pour tout k, g = g, onabien g = a. [
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27 exp:.4,(R)— GL,(R) est surjective

Dans ce développement, on démontre que l'exponentielle de matrices est surjective en utilisant des
théoremes danalyse.

[I-P]
Lemme 1. Soit M € GL,,(C). Alors M~! € C[X] (ie. M ! est un polynéme en M). - 396

Démonstration. D’apresle théoréme de Cayley-Hamilton, y,,(M) = 0.Or, ennotant y,, = >/ _, @; X k
onaa,=(—-1)"det(M), dou

0=M"+--+a,M+(-1)"det(M)I,

EnnotantQ = X" ' +qa, X" 2+ +a,X + a;, on en déduit que (—1)"*' det(M)I, = Q(M)M.

D’Otl n+1
-1 _ (_1)

det(M)

ce qu'il fallait démonter. [

Q(M) e C[M]

Lemme 2. Soit M € .4, (C). Alors, exp(M) € GL,,(C).

Démonstration. M et —M commutent, donc
exp(M)exp(—M) =exp(M —M) =1, = exp(—M ) exp(M)
Ainsi exp(M) est inversible, d'inverse exp(—M ). O

Lemme 3. exp est différentiable en 0 et,

dexp, =1,
Démonstration. Soit H € 4, (C).
+oo yk
exp(0+H)—exp(H)= ) —
= k!
+oo 7k
=I,+H+ ) —
" k=2 k!
Soit ||.|| une norme d’algébre sur .#,,(C). On a:
+00 Hk +00 Hk
)3l DN Eevs
k= k| iz k!
+00 k
e
k= k!
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Donc, .
= H]
2 =o(lH])
= k!
ce qui donne le résultat annoncé. [

I Théoreme 4. exp : #,(C) — GL,,(C) est surjective.

Démonstration. Fixons C € 4, (C) pour le reste de la démonstration. Comme C[C] est un sous-
espace vectoriel de 'espace .4,,(C), il est de dimension finie et est donc fermé. En particulier,
exp(C) e C[C].

Posons C[C]* = C[C] n GL,(C), et montrons que c’est un sous-groupe de GL,,(C).
— I, eC[C]et],eGL,(C),donc I, € C[C]".

— Soit M € C[C]*. Comme M € GL,,(C), M ! existe, est inversible, et, par le Lemme Mle
C[C].

— Enfin, C[C]* est clairement stable par multiplication.

Ainsi, C[C]* est un sous-groupe de GL,(C), ce qui, combiné au Lemme 2, nous dit que exp :
C[C] — C[C]" est bien définie. Il s’agit de plus d'un morphisme de groupes. En effet, VA, B € C[C],
onaAB = BA, dou exp(A) exp(B) = exp(A + B) = exp(B) exp(A).

Montrons que C[C]" est un ouvert connexe de C[C]. Notons qu’il s’agit bien d’'un ouvert de
C[C], car c’est 'intersection de C[C] avec GL,,(C) qui est ouvert dans .4, (C). Ensuite, soient
A,B e C[C]*.On pose

P =det((1-X)A+XB)

P ne s’annule ni en 0, ni en 1 par inversibilité de A et B. P a un nombre fini de racines car n'est pas
nul : on peut trouver une fonction continue y : [0, 1] — C qui évite ces racines. Donc,

vt e[0,1], y(¢) e C[C]*

donc C[C]* est connexe par arcs, donc est connexe.

Il s'agit maintenant de montrer que exp(C[C]*) est un ouvert-fermé de C[C]*. Par le théoreme
d’inversion locale appliqué a exp : C[C] — C[C] (qui est bien €' sur I'espace de Banach C[C] et,
par le Lemme det(dexp,) # 0) : il existe U un voisinage de 0 dans C(C) et un ouvert V de C(C)
contenant exp(0) = I,, tels que exp : U — V soit un difféomorphisme de classe €". Soit A € C[C].

Posons
c[C] - C[C]

fa: M — exp(A)'M

Pour tout B € V, f(exp(A)B) = exp(A)~'(exp(A)B) = B € V, donc exp(A)V < f~!(V). Soit B €
f~1(V), alors f(B) € V. Or, f(B) = exp(A)™'B, donc B = exp(A)f(B) € exp(A)V. On en déduit
que exp(A)V = f}(V) et que exp(A)V est un ouvert par continuité de f. Comme V contient I,
exp(A)V estun voisinage de exp(A). Or, exp(A)V est inclus dans C[C] car pour tout B € V, il existe
M e C[C] tel que exp(M) = B. Ainsi,

exp(A)B =exp(A)exp(M) = exp(A + M) € exp(C[C])

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

74 exp : A ,(R) — GL, (R) est surjective

On en déduit que exp(C[C]) est un ouvert.

Montrons maintenant que

CICT" ~exp(C[C]) = U Aexp(C[C]) ((%))
Ae(C[C]*~exp(C[C])

Soient A € C[C]* ~exp(C[C]) et B € exp(C[C]). Alors AB € C[C]*. Supposons par I'absurde que
AB € exp(C[C]). Il existe donc M € exp(C[C]) tel que AB = M et A = MB™!. Comme exp(C[C])
est un groupe multiplicatif, alors A € exp(C[C]) : absurde. On conclut que

U Aexp(C[C]) € C[C]* ~exp(C[C])
A€eC[C]*~exp(C[C])

Réciproquement, supposons que M € C[C]* ~ exp(C[C]). Comme I,, € exp(C[C]), alors M €
M exp(C[C]). On en déduit (*), d'ot1 la fermeture de exp(C[M]).

exp(C[M]) est un ouvert fermé non vide (car contient I,,) de C[M]*, alors exp(C[M]) = C[M]".
Pour conclure, si C € GL,,(C), alors comme C € C[C], C € C[C]*. Donc C € exp(C[C]), et exp est
bien surjective. O

I Application 5. exp(.#,(R)) = GL, (R)?, ou1 GL,,(R)?* désigne les carrés de GL,,(R).
Démonstration. Soit M € 4, (R). Alors,

M2
exp(M) = exp (?)
d'ot1 exp(4,,(R)) < GL,,(R)?. Réciproquement, soit A € GL, (R)?. Posons B = A?. D’apreés le Théo-

réme
3P € C[X] telle que A = exp(P(A))

Comme A est une matrice réelle, alors en passant au conjugué, on obtient A = exp(P(A)). Ainsi,
B =A%=exp((P +P)(A)) € exp(4,(R))

d’ot1 GL,,(R)? < exp(4,(R)). O
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28 Théoreme central limite

En établissant dabord le théoreme de Lévy, on démontre le théoreme central limite, qui dit que si
(X,,) est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées admettant un moment dordre
2, alors )L"H_"E(X‘) converge en loi vers A (0, Var(X;)).

I Notation 1. Si X est une variable aléatoire réelle, on note ¢y sa fonction caractéristique.

[2-Q]
Théoréme 2 (Lévy). Soient (X,,) une suite de variables aléatoires réelles et X une variable p-544
aléatoire réelle. Alors :
(d) .
X, — X < ¢, converge simplement vers ¢y

Démonstration. Sens direct : On suppose que (X,,) converge en loi vers X. Pour tout ¢ € R, la
fonction g, : x — e''* est continue et bornée sur R. Donc par définition de la convergence en loi :

Jim E(g, (X)) = E(8: (X))
ce que l'on voulait.
Réciproque : Soit ¢ € L;(R), on pose f = . Alors
BP0 =E ([ e () ai]
R

Comme la fonction (w, t) — e!**»@ () est intégrable pour la mesure Px, ® A, on peut appliquer

le théoreme de Fubini-Lebesgue pour intervertir espérance et intégrale :
E(F0X)) = [ E(e™n)p(r)di

On définit maintenant la suite de fonction g, : t — E(e'*»)¢(t). Alors :
— VneN, g, est mesurable.
— Lasuite de fonction (g,,) converge presque partout vers g : t — E(e''*)¢(t) par hypothese.
— VneNetpp.enteR, |g,(1) < E(le™™])p(1)] < Px(R)p ()] avec |p] € L, (R).

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir

E(f(X,)) — [R E(e™)p(1)dt = E(f(X))

Ainsi, le résultat est vrai pour toute fonction dans I'image de L, (R) par la transformée de Fourier.
En particulier, il est vrai pour tout f € .#(R), dense dans (¢ (R), | .||, )- Soient maintenant f € € (R)
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et (f) une suite de fonctions de .#(R) qui converge uniformément vers f. Alors,

[ECf (X)) = E(fF (X)) = [E(f (X)) = E(fi (X)) + E(fie (X5,))
— (/e (X)) + E(f (X)) —E(f (X))
<2\ f = filloo + IE(fic (X)) = E(fie (X))

— 0
O
. e [G-K]
Lemme 3. Soient u, v € C de module inférieur ou égal a 1 et n € N*. Alors . 307
D
|z" —u"| < n|lz— u|
Démonstration. |z" —u"| = |(z—u) L}y 2 u" "% < nlz—ul. O

Théoreme 4 (Central limite). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes de méme loi admettant un moment d’ordre 2. On note m I'espérance et o> la variance
commune a ces variables. On pose S,, = X; + --- + X,, — nm. Alors,

Sn | @
(ﬁ) AR

Démonstration. Onas, =Y} _,(X; —m). Notons ¢ la fonction caractéristique de X; — m. Comme
les Variables aléatoires X; — m, ..., X,  — m sont indépendantes de méme loi, la fonction caractéris-
tique de 2 vaut ¥t € R,

q \/_

que

n—+oo

n 2
. _o% 2
VteR, lim c/)(—) =e 2!

02 2
cart — e~ z ! estlafonction caractéristique de la loi A(0,0?).

Comme X, admet un moment d’ordre 2, ¢ est de classe €~ et
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— ¢(0)=1.
— ¢'(0)='E(X;) =0.
— ¢"(0) = *E(X?) = —E(X?) = —0® (car m = 0).

Ce qui donne le développement limité en 0 de ¢ a I'ordre 2 (par la formule de Taylor-Young) :

I " 2.2
(0) (0) o°t
o1 =90+ 21 -0+ L2 -0p + o2 = 1- T+ 0() =)
Et, en appliquant le Lemme[3]:
oG] G e
vn vn
t _o% 2
sn|p|—|—-e 2
NG
On a d'une part, par développement limité :
o2 2 2
e 2! :1——t2+0(—)
n
Et d’autre part, par () :
t z
—|=1-—r*+o-
(p(\/ﬁ) 2n O(n)
On obtient ainsi le résultat cherché, a savoir :
t a?
n (b(—)—e_ﬂt2 =0(1)
Vvn
O]
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29 Théoreme d’Abel angulaire

On montre le théoreme d’Abel “angulaire’, qui permet d’intervertir certaines sommes et limites, et
on lapplique justement au calcul de deux sommes.

[GOU20]
Théoréme 1 (Abel angulaire). Soit }_ a,z" une série entiére de rayon de convergence supé- P 263

rieur ou égal a1l tel que }_ a,, converge. On note f la somme de cette série sur le disque unité D
deC.Onfixe 6, € [0, 2] etonpose Ay, = {z €D |3p >0 et 30 € [0, 6,] tels que z = 1-pe’’}.

y

Ag

0

Alorslim -1 f(2) =X }% a,.
ZEA@O

Démonstration. Onnote VneN,S=Y % a,, S, =X}_,a; etR, =S—S,.On chercher a majorer
|f(z) — S|; on va effectuer une transformation d’Abel en écrivant Vn = 1, a,, = R,_; — R,,. Soit
zeD~{0}.VN eN*,ona

N N
2 apz" =) (R, —R,)(2"-1)

n=0 n=1
N-1 N
=Y R,(z""'-1)- Y R,(z"-1)
n=0 n=1
N-1
= ¥ R,(z"' = 2") ~ Ry(z" ~1)
n=0

N-1
=(z—-1) Y R,z"—Ry(z" -1)
n=0

Donc en faisant N — +oo:

f2)-S=(z-1) i‘;an" (%)
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Soite > 0.3N eNtelque Vn =N, |R,| <e.D’apres (), Vze D,

N +00
|f(z)-S|<|z-1]|). R,2" +€|Z—1|( Y |Z|")
n=0 n=N+1
N ~1
Slz—ll(ZIRn|)+€|Z | (+%)
n=0 1_|Z|

Soitz € Ay, desortequez =1 —pe'®avec p > 0et|6)] < 6,. Notons avant toute chose que |z—1| = p.
Cherchons maintenant des conditions sur z pour majorer les deux termes :

— Ona:

|z|* = (1 - pcos(6))* + (psin(6))?
=1-2pcos(0) + p*(cos(0)? +sin(6)?)
=1-2pcos(0) + p?

En supposant p < cos(6,), cela permet de majorer le deuxiéme terme de () :

lz—1]  |z—-1|
1-|z|  1-]zf?

0
=— (1
2pcos(0)—p2( *lz
2
<V
2cos(0)—p
2
=<
2cos(6,) — cos(6,)
B 2
~ cos(6,)

(1+]z])

— Soit a > 0 suffisamment petit pour que a Y _,|R,| <€.Siz € Ay, tel que |z — 1] < a, alors
on peut majorer le premier terme de () :

|z—1|(§ |R,,|) sa(gw) <e

n=0

Dong, en faisant z — 1 tel que z € Ay (on aura bien p = |z — 1| < inf{a, cos(6,)}), et en injectant
les deux majorations trouvées dans () :

If(z)—S|<e+e

2
cos(6,) - € (1 * cos(GO))

d’ot1 le résultat. O]

Application 2.
o (-1)" 7w

Z——_

= @2n+1) 4
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Démonstration. En appliquant le Théoréeme/1]:

I G I o Vi
Y —limy -y
n=0 (2n+1) x_'1n=0 (2n+1)
x<1
= lim arctan(x)
x—1
x<1
= arctan(1)
o
4
[
Application 3.
+00 (—1)"_1
Y ————=1In(2)
n=0 n
Démonstration. Toujours en appliquant le Théoreme/1]:
+00 (] n-1 +00 (] n-1
Z—( ) :limZ—( ) x"
n=0 )JCCZII n=0 n
=limIn(1 + x)
x—1
x<1
=1In(2)
[
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30 Théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire

En construisant un raisonnement autour du théoreme du point fixe de Banach, on montre le
théoréeme de Cauchy-Lipschitz, qui garantit l'existence d’'une solution répondant a une condition
initiale et l'unicité d'une solution maximale.

Soit K =R ouC.

Lemme 1. Soit I un intervalle compact. Lespace (€ (X,K%),||.|.,) est complet.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy de (€¢(I,K%), ||.|l.,). Soit x € I, on a

Vp’q en, |fp(x)_fq(x)| = ”fp_fq ”oo

donc (f,,(x)) est de Cauchy dans K. Comme K est complet, la suite (f,(x)) converge vers une
limite notée f(x). Ainsi, la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers la fonction f: I — K
nouvellement définie. Il reste a montrer que la fonction f est continue.

Notons déja que (f;,) est de Cauchy, et est en particulier bornée :
dM =0telque || f,|loc =M

donc en particulier, si x € I, | f,,(x)| < M. Par passage a la limite, on obtient | f(x)| < M. Donc f est
bornée et écrire || f ||, a bien du sens.

Soit € > 0. Par définition,
N eNtelque Vp,qg= N, | f, — f;llo <€

Donc,
Vxel,Vp,q=N,|f,(x) = [ = f, - frllo <€

En faisant tendre p vers I'infini, on obtient :
Vxel,Vg=N,|f(x)-f,(x)| <e

Nous venons d’écrire exactement la définition de la convergence uniforme! Ainsi, (f,,) est une
suite de fonctions continues qui converge uniformément vers f, donc f est continue. [

[DAN]
Théoréme 2 (Cauchy-Lipschitzlinéaire). Soient A : I — ./ ,;(K) et B: I — K% deux fonctions p-520]

continues. Alors YV, € I, le probleme de Cauchy

{Y’:A(t)Y+B(t) ©

Y (1) =y

admet une unique solution définie sur I tout entier.
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Démonstration. Commencons par supposer l'intervalle I compact. On va montrer l'existence
d’une solution globale. On écrit I'équation sous forme intégrale :

t
Y € €' vérifie (C) < Y(t):y0+f A(u)Y(u)+B(u)du (%)
fy
et on introduit la suite de fonctions (Y,,) définie par récurrence sur I par Y, = y, et :
t
Vnel\l*,Yn+1(t):y0+f A(X)Y, () + B(u) du (%)
to

Notons a = sup,, [|A(t)| et B = sup,; | B(¢)||. Montrons par récurrence que pour tout n = 1 et

touttrel: - .
a it =t
1Y, (£) =Y, (O < (allyoll + B)————>—

Le résultat est clairement vrai pour n = 1, supposons doncle vraiarang n = 1. Pour t =, :

n!

1Yp01 (1) = V(0] = ‘ f CAw) x (Y, (1) = Yy (u)) dus

_1|u_t0|n

t a
< +
a [ @l +p)

an|t_ t0|n+1
(n+1)!

du

< (allyol +B)

et on procede de méme pour ¢ < t,, ce qui acheve la récurrence.
Soit L la longueur de 1. On obtient donc :

an—l

Vv eN, IV, =Y, [l < (alyoll + B)——L"

n!
1l en résulte que la série de fonction Y°(Y,,~Y,,_, ) est normalement convergente. Comme (€ (I, K%), |l .o)

est complet, la série est uniformément convergente. On a donc 'existence d'une fonction Y €
€ (I,K%) telle que

=Y, (Y +¥)lc — 0

o0

N
Z (Yn - Yn—l) -Y
n=1

ie. (Y,,) converge vers Y +Y, =Y + ), = Z. Par convergence uniforme sur un intervalle compact, il
est possible de passer a la limite dans (*x*). D’'ou :

viel, Z(t) = o +ftA(u)Z(u) + B(w)du

et comme Z est continue, elle est €' et vérifie donc bien (*).

On peut maintenant montrer I'unicité. Soient Y et Z deux solutions de (C) sur I. Par récurrence
sur I'entier n, on montre comme ci-dessus que pour tout ¢ € [ :

a|t—t,|"
1Y) =Z(1) = ——=—1Y = Zlloe — 0
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donc Y et Z coincident bien sur 1.

Supposons maintenant I quelconque. Il existe donc (K,,) une suite croissante d’intervalles com-
pacts telle que I = ;% K,,. En particulier, on définit bien I'application

I - K?
t = Y,(1)

(o1 Y, estlasolution de (C) sur K,, 3 t). En particulier, 0 est dérivable sur I tout entier, vérifie (C),
et prolonge toute solution. [
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31 Théoreme de Cauchy-Lipschitz local

En construisant un raisonnement autour du théoreme du point fixe de Banach, on montre le
théoréeme de Cauchy-Lipschitz, qui garantit l'existence d’'une solution répondant a une condition
initiale et l'unicité d'une solution maximale.

Soit E un espace de Banach sur R ou C. [GOU20]

Théoreme 1 (Cauchy-Lipschitz local). Soient I un intervalle de R et Q un ouvert de E. Soit
F : I x Q) — E une fonction continue et localement lipschitzienne en la seconde variable.
Alors, pour tout (¢, ,) € I x Q, le probleme de Cauchy

(©)

{y’ =F(t,y)
y(t) =¥

admet une unique solution maximale.

[GOU20]

Démonstration. Nous commencons par montrer l'existence en 4 étapes.

— Localisation : Fixons unréel r > 0 tel que le produit P = [, —r, t, + ] x B(},, ') soit contenu
dans I x Q. F est continue sur P qui est compact, donc est bornée par M sur P.

— Mise sous forme intégrale : Comme une solution de y’ = F(t,y) est de ce fait €', on a

y € €' vérifie (C) < y(t) =y, +fttF(u,y(u))du (%)

— Choix d'un domaine stable : Soit a €]0, r[. Introduisons l'intervalle I, = [t, — a, t, + a],
l'espace A, = €(I,,B(y,, 1)), puis 'application

N Aa —>C€(Ia,E)
T =ty S Flup(w) dul

Le probléme est ici de rendre A, stable par W. Pour tout ¢ € I,

IF(z, () =M
= [|Y(@)(&) = nll =Mt -1y = aM

Par suite, en choisissant aM < r, le domaine A, est stable par V.

— Détermination d'un domaine de contraction : Ici, A, est normé par la norme |||, et on
veut faire de ¥ une contraction stricte. Soient ¢, ¢ € A,, par définition, pour tout t € I,

1% (@) — W) (D) = ‘ f (F(u (1) - F(u, (u))) du

< klt=1lllo -l
<kale-¢lo
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ol k désigne le rapport de lipschitziannité de F. On choisit désormais a tel que ka < 1 et
aM <r.

— Conclusion : Lapplication W est, par choix de a, une contraction stricte de (A,, ||.|ls,) dans
lui-méme. Le fermé B(y,, r) de I'espace de Banach de E est complet, par suite (A, |.[lo)
’est aussi.

Par le théoreme du point fixe de Banach, ¥ posséde donc un point fixe ¢ dans A,. ¢ est
alors de classe € et vérifie (C) par (*).

Il reste maintenant a montrer I'unicité. On note . 'ensemble des solutions de (C). ¥ # @, donc
peut définir / comme la réunion des intervalles de définition des solutions de (C).

Soient ¢, ¢ € ¥ (on note K et L leur intervalle de définition). Une récurrence sur n donne

VK 0L YneN, o) =90l = | [ 1Fwp(0) - Fl p) du

Itl

—— k" sup [p(1) - ¢(1)]

teKNnL

—0

Donc ¢ et ¢ coincident sur K N L.

Ainsi, on définit correctement 'application

J - E
6't~></>(t)

(ol1 ¢ € S tel que ¢ est dans son intervalle de définition). Si ¢ € J, il existe ¢ € & tel que ¢ soit dans
son intervalle de définition K. Comme ¢ et 6 coincident sur K, 8 est dérivable sur K et

VieK,0'(t)=¢'(t)=F(t,¢(2)) = F(t,0(1))

Etcomme0(t,) = y,, 0 € & et prolonge toute solution. Donc 6 est maximale et est bien unique. [
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32 Théoreme de Dirichlet faible

En raisonnant par labsurde et en utilisant certaines propriétés des polynomes cyclotomiques, on
démontre que l'ensemble des premiers congrus a 1 modulo un certain entier n est infini.

[GOU21]
Lemme 1. Soient a € N et p premier tels que p | ®,(a) mais p + ®,(a) pour tout diviseur P99

strict dde n. Alorsp =1 mod n.

Démonstration. On a,

)(n —'15: II(Dd ::qbn II qbd
din d||n

=F

Comme F € Z[X ], en évaluanten a :
a"-1=®,(a)F(a) = pla”—1carF(a)eZ

Autrement dit, " =1 mod p. En notant m 'ordre de a dans (Z/pZ)*,onaa™ =1 mod p. Dot
m | n.Ainsi:

— Sim = n, alors a est d’'ordre n. Donc par le théoreme de Lagrange, n | |(Z/pZ)*| = p —1ie.
p=1 modn.

— Sinon, m < n. Comme m | n,

X"—1=H®d=<bn(l—[q>d) [[®s|=2,&X"-D| [[ P4
din dim dlin dlin
dim dtm

Mais, G est racine de ®,, et X™ —1 € Z/pZ[X]. En particulier, g est (au moins) racine double
de X" —a. On peut donc écrire,

X"-1=(X-a)*G(X) modp
Avec X =Y +a, celadonne :
(Y+a)"-1=Y2G(Y +a) modp
Le polyndme de droite est de degré = 2, donc p divise les coefficients des termes de degré 0
etlde(Y +a)"—1,ie.
pla®—1letp| (’f)a”‘l =na"!

De la premiere égalité, on en tire p { a. Ainsi, a est premier avec p (c’est donc également
vrai pour a”‘l). Finalement, on tire de la deuxieme égalité que p | n.

]
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Théoréme 2 (Dirichlet faible). Pour tout entier n, il existe une infinité de nombres premiers
congrus a 1 modulo n.

Démonstration. On suppose par 'absurde qu’il n’existe qu'un nombre fini de premiers de la
forme 1+ kn, que l'on note py, ..., p,,. On considere N = ®,(a) ou a = np; ... p,,. On remarque
en particulier que N = @, mod a, ol a, est le coefficient constant de ®,, (cela se voit en écrivant

D, = Z‘,fsz)) a, X", cequidonne N = g, + a Z‘,’:(:'? a,a*! une fois évalué en a).

Or, X" —1 =T[4, ®4. En évaluant en 0, on en tire:

-1=[]®,4(0) = +1=aqycarVd|n, ®; € Z[X]
dln
Ainsi, N =+1 mod a. Or |N| = |®,(a)| = [l;ey: @ —¢| = 2. On peut en effet interpréter |a —§|
comme la distance du complexe a au complexe ¢; le premier est sur 'axe réel et est = 2, le second
est sur le cercle unité :

y

En particulier, 3p premier tel que p | N. Par le Lemmel(l]:
— Oubienp|n,danscecasp|a=npy...p,-
— Oubien p =1 mod n, dans ce cas p = p; pour un certain k € [1, m]. Eton a encore p | a.

Pour conclure, on écrit N = a g+ 1 (par division euclidienne), etonap | N—aqg = +1:absurde. [J

Remarque 3. Sivous choisissez de présenter ce développement, il faut au moins connaitre
I’énoncé de la version forte du théoréme.

Théoréme 4 (Progression arithmétique de Dirichlet). Pour tout entier n et pour tout m
premier avec n, il existe une infinité de nombres premiers congrus a m modulo 7.
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33 Théoreme de Fejér

Dans ce développement, on montre le théoreme de Fejér, qui assure la convergence de la série de
Fourier d’'une fonction vers sa série de Fourier au sens de Cesaro.

Notation 1. Pour tout p € [1,+o0], on note le,” I'espace des fonctions f : R — C, 27-
périodiques et mesurables, telles que | |, < +oo.

Notation 2. On note VN € N* :
— e, x— e,
— Dy:x— YN e, lenoyaude Dirichlet.

Do+ +Dy_ .
— Ky = =5, le noyau de Fejér.

Notation 3. On note également, pour toute fonction f € L?".
— () =5 J7 f(r)e ™ dt, le n-ieme coefficient de Fourier de f.
— Sn(f):x— XN yc,(f)e,, lasomme partielle d'ordre N de la série de Fourier de f.

— on(f)ix — ﬁ YN ,S,(f)(x), la moyenne de Cesaro des sommes partielles de la
série de Fourier de f.

_ [AMRO8]
Lemme 4. Soit N € N.
(i) Dy estune fonction paire, 2-périodique, et de norme 1.
(ii)
sin((N +1)x
VxeR~2nZ, Dy(x) = M

sin(3)
(iii) Pour tout f € L?", Sy(f) = f * Dy.
Démonstration. Soit N € N.
(i) Soitx € R.
N N N
Dy(=x)= ). e,(=x)= } e_,(x)= } e,(x)=Dy(x)
n=-N n=-N n=-N

Donc Dy est bien paire. Elle est 2z-périodique car e, 'est pour tout n € Z. De plus,

T
1=cy(Dy) = Dy(x)dx = || Dylly

=TT
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(ii) Soitx e R~27Z.Ona:

. 2N .
Dn(x) — e—le Z etnx
n=0
e(2N+1)ix _ 1

— e—iNx
el —1

p2N+1)i3 (e(2N+1)i’2—‘ _ e—(2N+1)i§)

— e—iNx
e'z (e'2 —e7i2)
~ 2isin((N + 3)x)
B 2isin(%)
~ sin((N +1)x)
T sin(3)
(iii) Soit f € L2",
N N
f*Dy(f)= ) fre,= ) cu(fe, =Sn(f)
n=-N n=-N

Lemme 5. Soient N € N* et f € L2".

(i) Ky estune fonction positive et de norme 1.
(ii)
Vx € R~271Z, Ky(x) L (s
xeR~2n7, xX)=—|—>2=
N N

(iii) Ky = f,;’z_N(1 - %) e,.

(iv) on(f) = f *Ky.

Démonstration. Soit N € N*. Nous allons user et abuser du Lemme 4]

(i) La positivité résulte directement du point suivant. De plus,

K —_1 ’ K dx =
= x)dx =1
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(ii) Soitx e R~27nZ.

- % a ¥ ]

[n|=sN-1 |n|sjsN-1

= ). (N-InDe,

|n|=N-1

N
= ). (N—Inle,

n=-—N

(iii)

(iv)

n=0

Noy(f) = Z:Osn(f)= Z_f*Dn=f*(;Dn)

Donc on a bien oy(f) = f * Ky.

[AMRO8]

Théoreme 6 (Fejér). Soit f : R — C une fonction 27-périodique.
(i) Si f est continue, alors ||y (f) e < IIf oo €t (on(f)) converge uniformément vers f.

(ii) Sife Lf,” pour p € [1, +oo[, alors [lon(f)]l, = [ fl,, et (ox(f)) converge vers f pour

I-11-
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Démonstration. (i) On suppose [ continue.

— Surl'intervalle compact [0, 2], f est bornée et atteint ses bornes. En particulier, || | o
est bien définie. De plus, si x € R, par le Lemme ona:

on(f)(x) = (f * Ky)(x)

Donc,

lon(F)E) =1 flloo 1Kyl = 1 flloo
=1
d’'ot1 oy (f) est bornée avec
lon(F)lleo = 1 f lloo
— Soit § €]0, 7]. Posons

w(6) = sup {|f(u)-f(v)]}

lu—v|<é

le module de continuité de f. Pour tout x e R,ona:

=N =)= + K
=1 -5 [ fl- Ky dr

S UG RO MOLT )
d’ou
()~ o ()] = 5 f (f(x)— f(x — D)Ky(1) ds
; % fé i @ = Fl= K0 de
“’(6) fu Ky(£)dt +2f |l fsltngN(t)dt
< %?[_HKN(I)dt+ ]%
:w(6)+NZS”i%E§2
Donc, ona:

2] f oo
1£(x) = on () (K)o = 0(6) + ——5 Nsin(2)

On peut passer a la limite supérieure dans (**) pour obtenir :

*)

limsup [ f(x) = on(f)(*)llo = 0(5)

N —+00

Comme f est continue sur le compact [0, 27], elle y est uniformément continue par le
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théoréme de Heine :
Ve >0,36 > 0,Y(x,y) € [0,27)?, |x —y| <6 = |f(x) - f(y)| <€
On peut donc faire tendre 6 vers 0 pour obtenir limsupy _ .o, | f(x)—on(f)(x) ] s < Oie.

limsup | f(x) = on(f)(x)]lo =0

N—+00

Comme,

0= %Iilinf If(x) = on(f)(*) oo = lgnsup If(x)=on(f)(x) e =0
o —+00

On a bien,

Nlim If(x) —on(f)(*) e =0
—+00
(i) — ParleLemmelf5 ona:

1 [r p
VxeR |oy(f) ()] = \g [ rte-nrtnyar

On applique I'inégalité de Holder a 57~ :

vxeR lox (NI <5 [ 1fGr- 0P dr

Enfin, en intégrant par parties et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli :

lox I = 5 [ Kn(D) U Gx= 0P dv)

- [ K (P o) dr

= Kyl IF1I5
=115

— Par (*): .
low(P) =11} =7 | Knl)(If (= 0)17 dx) de

Enposantg:t— | f—1.f ||,€ (o1 T est 'opérateur de translation) :

lon (=11 = - [ Kn(Dg(=0)de

= (g *Ky)(0)
= on(8)(0)

Comme g est continue et 2r-périodique, on a par le point précédent

on(g)(0) —_ .0 8(0)=0
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Donc, on a bien,
Jim Joy(1) =1, =0

I Remarque 7. Dans ce développement, il est courant de ne prouver que le premier point.
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34 Théoréeme de Frobenius-Zolotarev

Nous démontrons le théoreme de Frobenius-Zolotarev qui permet de calculer la signature d’'un
endomorphisme d’'un espace vectoriel sur un corps fini possédant au moins 3 éléments.

Soient p = 3 un nombre premier et V un espace vectoriel sur F,, de dimension finie.

Définition 1. Soit H un hyperplan de V et soit G une droite supplémentaire de H dans V.La
dilatation u de base H, de direction G, et de rapport A € K* est 'unique endomorphisme de
V défini par

VgeG,VheH,u(g+h)=h+Ag

Remarque 2. On suppose connu le fait que les transvections et les dilatations engendrent
GL(V).

Lemme 3. Soient u € GL(V) et H un hyperplan de V tel que u;y = idy. Si det(u) # 1, alors
u est une dilatation.

Démonstration. On note n = dim(V). Comme uy = idy et dim(H) = n — 1, on en déduit que 1
est valeur propre de multiplicité n — 1 de u et que H est le sous-espace propre associé :

H =E;(u) =Ker(u —idy)

On pose A = det(u) ¢ {0,1}. A est valeur propre de u (on peut le voir par exemple en calculant le
polynoéme caractéristique de u) de multiplicité 1. Donc u est diagonalisable, et dans une base %3
adaptée a la diagonalisation, on a:

Mat(u, 8) =

d’ou1 le résultat. ]

Lemme 4. Les dilatations engendrent GL(V).

Démonstration. Pour obtenir le résultat, il suffit de montrer que toute transvection est la com-
posée de deux dilatations (cf. Remarque . Soit u une transvection d’hyperplan H. Comme [,
contient au moins 3 éléments, il existe alors v une dilatation d’hyperplan H et de rapport A # 1.

Ainsi, I'application w = uovestdans GL(V) et fixe H. Comme det(w) = det(v) = A # 1,le Lemme][3]
permet de conclure que w est une dilatation. Ainsi, u = w o v™! est le produit de deux dilatations
v~! est une dilatation (toujours d’apres le Lemme 3)). [
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Notation 5. Soit a € F,,. On note (%) le symbole de Legendre de a modulo p.

Théoreéme 6 (Frobenius-Zolotarev).

Vu e GL(V), e(u) = (detp(”))

ol u est vu comme une permutation des éléments de V.

Démonstration. Le groupe multiplicatif d'un corps fini est cyclique, donc il existe a € F, tel que

En conséquence, si u est la dilatation de V de base H, de direction G, et de rapport A € [, alors il
existe k € N* tel que A = a*. On en déduit que si v est la dilatation de V de base H, de direction G,
etderapporta, alors Vx € Vécritx =g+havecgeGethe H:

vE(x)=vi(g+h)=h+a*g=h+Ag=u(g+h)=u(x)

d’ol1 v¥ = u. Ainsi, toute dilatation est une puissance d’une dilatation de rapport a.
Comme det, (5) et € sont tous trois des morphismes de groupes, et comme les dilatations en-

gendrent GL(V) (cf. Lemme[4)), il suffit de montrer le résultat pour les dilatations de rapport a.

Soit u une dilatation de base H, de direction G, et de rapport a. Supposons par I'absurde que

(daT(”)) = 1. Comme det(u) = a,on a (%) = 1. Mais, F), = (a), donc Vx € F, (%) = 1 ie. tout élément
deF,, estun carré. Or, ily a pT_l carrés dans [, (et |Fj,| = p — 1, bien-str) : contradiction.

Il ne reste qu’a montrer que €(u) = —1. Pour cela, on va étudier les orbites des éléments V sous
I'action de u.

Soit h € H.On a u(h) = h, donc son orbite est réduite a {2} qui est de cardinal 1. Elle compte donc
comme un + dans le signe de e(u).

Soit maintenant x € V écrit x = g + h avec g € G~ {0} et h € H de sorte que u*(x) = h + a*g pour
tout k € N.

— F;, estcyclique d'ordre p — 1, donc a”~" = 1. Ainsi, P (x) = x.

— Supposons par 'absurde que 31 <i<j < p—1telque u'(x) = /(x). On a,

h+a'g=h+a'g < a’'(a'-1)g =0

#0
= a/7"'=0oua’=1

ce qui est absurde dans les deux cas.

Lorbite de x sous l'action de u est donc {x, ..., u”"%(x)} qui est de cardinal p — 1 (pair) et compte
donc comme un — dans le signe de e(u).
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Il ne reste qu’a compter le nombre d’orbites de cardinal p — 1. Les éléments contenus dans ces
orbites forment exactement 'ensemble

Ulg+hlgeG,g+0}
heH

etilyen adonc
H|x(IG|-1)=p" (p-1)

(car H est un hyperplan et G est une droite). Comme ces orbites sont de cardinal p — 1, il y a donc
exactement p"~! orbites. Or, p" ! est impair, donc e(u) est de signe négatif. Ainsi, e(u) = —-1. [
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35 Théoréme de Kronecker

En utilisant les polynomes symétriques, nous montrons ici que toutes les racines d’'un polynome
unitaire a coefficients entiers dont les racines sont dans D(0,1) ~ {0}, sont en fait des racines de
l'unité.

Lemme 1 (Relations de Viete). Soient A un anneau commutatif unitaire intégre et P =

. a; X' € A[X] que l'on suppose scindé dans A[X] et tel que a, € A*. Si on note
2. (Xy,...,X,) le k-ieme polyndme symétrique élémentaire en n variables et a;, ..., @,, les
racines de P (comptées avec multiplicité), alors 2, (ay, ..., a,) = (-1)*a,_,a; .

Démonstration. OnaP = a, ]!, (X — ;). En développant partiellement P, on a de méme :

P=a,X"—a,(a,++a,)X" 1+ +(-1)"a,a...a,

Par identification avec la forme développée, les coefficients de X" ! doivent étre égaux. En parti-
culier :

Ay =—a,(a;++a,) < a;++a,=—a,_,a,"
Eton proceéde de méme pour trouver les autres coefficients. Par exemple, a, = (-1)"a,a; ... @, <
. (a,...a,) = (-1 "aya;’. O

Remarque 2. Tout au long de ce développement, nous utiliserons implicitement le fait que
tout polynome a coefficient dans C (donc a fortiori aussi dans Z) admet n racines complexes
comptées avec multiplicité. Il s’agit du théoreme de d’Alembert-Gauss.

[I-P]
Théoréme 3 (Kronecker). Soit P € Z[X] unitaire tel que toutes ses racines complexes appar- P 279

tiennent au disque unité épointé en 'origine (que I'on note D). Alors toutes ses racines sont
des racines de l'unité.

Démonstration. Notons par 2, I'ensemble des polyndémes unitaires a coefficients dans Z tels
que toutes leurs racines complexes appartiennent a D. Soit P € Q2,, dont on note ay, ..., a,, les
coefficients et z,, ..., 2, les racines complexes. On note Yk € [0, n], 0. = Z; (2, ...,2,). D'apres le
Lemme[l ona:

vk e [0,n], o = (~1)¥a, (+)
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Dot Vk € [0, n] :

Z Hzi

Ie2([1,n]) i€l

< ) [l

Ie2? ([1,n]) i€l
Slép%(ﬂl»nﬂ)|x 1

i

Vk € [0,n], |a;| < (nfk) = (Z)

Q,, est donc un ensemble fini (car on n'a qu'un nombre limité de choix possibles pour les coeffi-
cients a;.).

low| =

Et par (),

On pose maintenant
n

— k
VkeN, P = [](X -2)
j=0
qui sont des polyndmes unitaires de degré n dont les racines z{“, ..., z¥ appartiennent toutes a D.
Soient k e N et r € [0, n]. D’apres le Lemme le coefficient de X"~ de Py est (=1)"Z,(zF, ..., zK).
Mais, Z,(X¥,...,X¥) € Z[X], donc on peut y appliquer le théoréme fondamental des polynomes

symétriques :
3Q, r € Z[X] tel que X, (X[, ..., XK) = Qu k (Z1(Xy, o, X))y oo s Zp (X1 o, X))

Or, comme P € Z[X], ona Vj € [0, ], Zi(z,...,2,) € Z d'apresle Lemme En particulier, on a
T (XF, ..., X¥) e z[X] car Q, ; € Z[X]. On en déduit que Vk €N, P, € Q,,.

Comme Q,, est fini, 'ensemble des racines de tous les P;.; qui est {z € C | Ik € N, P;.(z) = 0} est
fini. Soit j € [1, n]. Lensemble {z}C | k € N} est inclus dans I'ensemble de ces racines, qui est fini; il
est donc lui-méme fini :

dk + k' tel que z}‘ = z}"

Quitte a échanger les deux, on peut supposer k = k. Comme z; # 0, on a z;“k' = 1. Donc z; est

une racine de I'unité; ce que I'on voulait. O]

Corollaire 4. Soit P € Z[X ] unitaire et irréductible sur Q tel que toutes ses racines complexes
soient de module inférieur ou égal a 1. Alors P = X ou P est un polynéme cyclotomique.

Démonstration. SiO0 estracine de P, alors X | P, donc P = X par irréductibilité et unitarité. Sinon,
0 n’est pas racine de P. On peut donc appliquer le Théoreme|3|a P; et donc les racines de P sont
des racines de l'unité. Ainsi, en notant N le maximum des ordres des racines de P, on a:

P| (XN -1)" o1 n = deg(P)
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Or, la décomposition en irréductibles de X N_1est

xN-1=T]o,
d|N

Puisque Q[X] est un anneau factoriel, P est premier. Donc d’apres le lemme de Gauss, comme
PIxXN-1:
dd | Ntelque P =,
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36 Théoreme de Maschke

Dans ce développement, nous montrons le théoreme de Maschke qui dit que toute représenta-
tion linéaire de degré non-nul est somme directe d’'un nombre fini de représentations linéaires
irréductibles.

Soit G un groupe fini de cardinal r. Tous les espaces vectoriels considérés ici sont de dimension [OTM21]
finie. D 3

Lemme 1. Soit p : G — GL(V) une représentation de G et soit W un sous-espace de V stable
par p(g) pour tout g € G. Alors il existe un supplémentaire de W dans V stable par p(g)
pour tout g € G.

Démonstration. Soit p : V — W une projection de V sur W. Formons la moyenne p, des transfor-
més de p par les éléments de G :

Po = % Y p(g)pp(g)™
geG

Puisque W est stable par p(g) pour tout g € G, on aIm(p,) < W.
D’autre part, six € W,ona p(g) ' (x) = p(g™!)(x) e W.Dour:
(pop(g)™)(x)=p(g) 7 (x) = (p(g)epop(g) )(x)=x

D’ot1 py(x) = 7x = x. DoncIm(p,) = W et pé = p ie. p, estle projecteur de V sur W parallélement
au supplémentaire W, = Ker(p,) de W.

Sil'on calcule p(h)p,p(h)~!, on trouve :

p(M)pop(h)~! = ! 2. p(Mp(g)pp(g)'p(h) " = ! Y p(hg)pp(hg)™ =p,
I'geG I'geG

car g — hg estune bijection de G dans G. Doncona:
p(h)py = pop(h)

Simaintenant x € W,,ona p,(x) =0.D'ouVg € G, (pyop(g))(x) =(p(g)eopy)(x) =0ie. p(g)(x) €
W,, ce que 'on voulait. [

Théoreme 2 (Maschke). Toute représentation linéaire de degré non-nul est somme directe
d’'un nombre fini de représentations linéaires irréductibles.

Démonstration. Soit p : G — GL(V') une représentation linéaire de G. On raisonne par récurrence

sur n = dim(V).

— Sin =1 :lareprésentation p est irréductible, donc le résultat est évident.
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— Supposons le résultat vrai a un rang n = 1 et montrons-le au rang n + 1. Si p est irréductible,
il n'y arien a montrer. Dans le cas contraire, on note W le sous-espace de V laissé stable par
p(g) pourtout g € G.Parle Lemmel[l} il existe W, tel que E = W @ W, avec W, laissé stable par
p(g) pour tout g € G. Par I'hypothése de récurrence, py, : § — p(8)w et pw, : & — P(8)w,
sont sommes directes de représentations irréductibles, et comme p = py, ® py,, On ale
résultat.

]
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37 Théoréme de Wedderburn

En utilisant les polynomes cyclotomiques, nous montrons que tout corps fini est commutatif.

[GOU21]
Lemme 1. Soient K et L. deux corps tels que K est commutatif et K < L. Alors 3d € N* tel 5. T00)

que |L| = |K]|“.

Démonstration. L est un espace vectoriel sur K de dimension finie d (car L est fini). Donc L est
isomorphe en tant que K-espace vectoriel 2 K. En particulier, |L| = |K|. H

I Théoréme 2 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

Démonstration. Soit K un corps. L'idée va étre de procéder par récurrence sur le cardinal du
corps.

— Si|K| =2 :alors K = {0, 1} est commutatif.

— On suppose le résultat vrai pour tout corps fini de cardinal strictement inférieur a K. On

veut montrer que K est commutatif. Supposons par I'absurde que K ne I'est pas. On pose
Z=7Z(K)={xeK|Vyek, xy = yx}

le centre de K dont on note ¢ le cardinal. C’est un sous-corps de K qui est (par hypotheése)
inclus strictement dans K. Donc Z est commutatif, et par le Lemmel[l} on peut écrire | K| = g"
ot n e N*. Six ek, on pose

Ky=2Zx({x}) ={y eKlxy=yx}

Montrons que
3d | ntel que K, | = g¢ (%)
Notons déja encore une fois que K, est un sous-corps de K.
— SiK, =K, ona |K,| = |K| = g". Il suffit donc de prendre d = n.

— Sinon, K, ¢ K, donc K, est commutatif par hypothese. Par le Lemmel[l} il existe k € N*
tel que |K| = [, |*.

Mais, Z est un sous-corps (commutatif) de K,, donc d’apres le Lemme (1} il existe
deN* telque |K,| = |Z|%. Doncona

q" = K| = [K[* = (g)* = g%*

doud | n.

On consideére l'action par conjugaison - de K sur lui-méme x -y = xyx~'. Si y € K*, alors

Stab, = {x e K* | x.y =y} =K,
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Soit 2 un systéeme de représentants associé a la relation d’équivalence “étre dans la méme
orbite”. Léquation aux classes donne alors

K7
K*| =
w;Q |Staba)|

Or,
Stab, =K* < VxeK", wx=x0w < weZ"

doncennotant Q' =Q~Z*,ona:
LS

K K|

K= ) o+ X o= 1£71 , (o)
w;Z* Stabwl wél’ |Stabw| w;z |Kw|
Soit w € Q'. Par (),
3d | ntel que [Stab, | = |K | = g% -1
De plus, d # n (car w ¢ Z*). Si maintenant on pose
Vd|n,A;=|{weQ ||Stab,| = g% -1}
on peut alors écrire en remplacant dans () :
n " q" -1
q"-1=|K"|=(q-1+ 3} Aa|— (o 5 )
dm \q°—1

Sidl||n,ona

X"-1=]]® =<Dn(H<Dk) [Tor|=2,(x" -1 [] D
kin kld klln klln
ktd ktd

Donc, @, | §Z:} dans Z[X]. Ceci étant vrai quelque soit d divisant strictement 7, on en
déduit

Q1> A Xn_ldansZ[X]
nlam i xd

Comme de plus, @, | X" — 1 dans Z[X], on conclut que

n

X"-1
Q,1X"-1-> A4 1dansZ[X]

d_
d|ln
ce qui donne, une fois évalué en g :
n q" =1 (sxx)
D,(1q" 1= Ag—5—— = q-1= |D,(q)l=q-1
amm  q°—1
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Mais n = 2, donc

D, (q)l = 1 lg—¢|
Sepy
¢(n)
> ] lg-1]
i=1
> |q—1|

On peut en effet interpréter |q — {| comme la distance du complexe g au complexe ¢; le
premier est sur I'axe réel et est = 2, le second est sur le cercle unité mais n'est pas sur 'axe
réel :

cela nous permet de justifier 'inégalité stricte. On a donc une contradiction.
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38 Théoreme de Weierstrass (par la convolution)

On montre le théoreme de Weierstrass par la convolution (sans forcément développer toute la théorie
derriere, ce qui peut étre utile dans certaines lecons).

. [GOU20]
Notation 1. Vn € N, on note : . 304

a, = j;l(l — tz)ndt etp,:t— %’H[—l,l](t)

n

Lemme 2. La suite (p,,) vérifie :
(i) VrneN, p, =0.
(ii) VreN, [p,(t)=1.
(iii) Va >0, lim, . o0 fj,jsq Pu(t)dt =0.

Autrement dit, (p,,) est une approximation positive de I'identité.

Démonstration. Notons tout d’abord que

1 1 1_1.2 n+1 11 1
‘v’nel\l*,an:Zf (l—tz)”dtzzf t(l—tz)"dt:[—( ) } =
0 0 n+1 n+1

0
(i) VneN,p,=0cara, =0et(1-t*)" =0pourtoutt € [-1,1].
(i) VrEN, fpp,(r)dr = a—lnf_ll(l—tz)”dt: 1.
(iii) Soit a > 0.
— Sia<1 :¥YneN¥,

2 1 2
f put)dr === [ (1= 2y de = = (1-a?)" <2(n+1)(1 - a?)"
|t|za

nJa n

et comme |1-a’|<1,ona f,_,p,(t)dt — 0.
— Sia=1:

f p,(t)dr=0
|t|za

Théoreme 3 (Weierstrass). Toute fonction continue f : [a, b] — R (avec a, b € R tels que
a < b) est limite uniforme de fonctions polynémiales sur [a, b].

Démonstration. Soit f € 6,(R) continue. Montrons que (f * p, ) converge uniformément vers
f-Soite > 0. Par le théoréme de Heine f est uniformément continue sur son support, donc 'est
aussi sur R entier :

In>0telqueVx,yeR, |[x—y|<n = |f(x)-f(y)| <e
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De plus, f est bornée et atteint ses bornes (donc écrire || f| ., a du sens). On peut appliquer le
Lemme 2] point (iii) :

AN eNtel que Vn = N, p,(t)dt <e
lt]zn

Donc, toujours avec le Lemme[2} pour tout n = N et pour tout x € R,

72 pu) =L | [ 1= 0pa (e =) [ pa ()]
- |[ U= - renpuoa
< [10e-0-fenpa(o)l di
2 [1fGe=0-F@l pale)dr
= | == f@Ipa0de s [ 10 Fp, (1) dr
=21t +e | pulr)ar
220 e e [ pa(r)de
= @1 loo + e

d’'ot la convergence uniforme. Soit maintenant n € N. Supposons que f est a support dans

I = [-3, 3] et montrons que pour tout f * p,, est une fonction polynoémiale.

Vel (F+p)(x) = (B + )0 = [ pale =0 (1) dt (+)

ST

Notons que Vx,t €, |x —t| <1, donc

1- -t 2yn GV 2n
pn(x _ t) _ ( (); ) ) dé elo;g)ement Z qk(t)xk
n k=0

ou Vk € [0,2n], g, est une fonction polynomiale. En remplacant dans (*), on obtient :

2n
Vxel, (f*pn)(x): Z ( -

k=0

qk(r)f(t)dt)x’“

[N T

qui est bien une fonction polyndémiale sur I.

Soient maintenant [a, b] unintervalle fermé deRet f : [a, b] — R. On considére [c, d] un intervalle
plus grand avec ¢ < a et b < d et on prolonge f par:

— Une fonction affine sur [c, a] quivaut O en c et f(a) en a.
— Une fonction affine sur [b, d] quivaut O en d et f(b) en b.

Et on peut encore prolonger cette fonction sur R tout entier en une fonction f telle que f = 0 pour
tout x ¢ [c,d]. On a donc f € 6-(R). Nous allons maintenant avoir besoin du changement de
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variable suivant :
I — [c,d]

L x — (d-c)x+

ctd
2

Comme f o ¢ est continue, a support dans /, on peut maintenant affirmer que f o ¢ est limite

uniforme d’une suite de polynomes (p,,). Donc f est limite uniforme de la suite (p, o ¢ ') oi1

VneN, p, o ¢! est bien une fonction polynémiale car ¢ (donc ¢! aussi) est affine. A fortiori,

f= ﬁ [a,b] €St aussi limite de fonctions polynomiales sur [a, b]. [
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39 Théoreme de Weierstrass (par les probabilités)

On montre le théoreme de Weierstrass en faisant un raisonnement sur des variables aléatoires
suivant une loi de Bernoulli.

[G-K]
Théoreéme 1 (Bernstein). Soit f : [0,1] — R continue. On note P 195

VneN*, B,(f):x — éO(Z)f(%)xk(l—x)”_k

le n-ieme polyndme de Bernstein associé a f. Alors le suite de fonctions (B,,(f)) converge
uniformément vers f.

Démonstration. Soit x €]0,1[. On se place sur un espace probabilité (Q, «/,P) et consideére (X}.)
une suite de variables aléatoires indépendantes de mémeloi 2(x). Onnote Vn e N*, S, = 37| X;.
Ainsi, S,, ~ #(n, x) et donc par la formule de transfert,

f(2)-3 (”) 7(E) a0k =B, (00

k=o\k

La fonction f est continue sur [0, 1] qui est un compact de R, donc par le théoreme de Heine; elle
y est uniformément continue. Soit donc € > 0,

dn>0telqueVx,ye[0,1], |[x—y|<n = |f(x)-f(¥)|<e

On a,

(2)-sc0)

<[4 1 (5] 0] £
< E©)+ 20 ok (Upsa o

e

=e+2f1P|
Comme E (57”) = x, on peut appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

o)l -of2

=) = v 2]
n n =M=z

n n
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Comme les X;. sontindépendantes et de méme loi :

S 1 1 1- 1
Var (—”) = —; Var(§,) = — Var(X;) = dCt)) <—
n n n n n
En réinjectant cela dans (), cela donne
2| f lloo
B =l e+ 2L

qui est une majoration indépendante de x. Comme la fonction B,,(f) — f est continue sur [0, 1],
on peut passer a la borne supérieure :

1B, (f) = flloo = sup IB,(F)(x) - f(x)| <e+ Znnf”;"

x€[0,1

ce qui donne apres un passage a la limite supérieure :

limsup [B,(f) = flle <€

n—+oo

egolimsup 1B,(f)—flloo=0

n—+oo

= lim [B,(f)~ flee =0

Théoreme 2 (Weierstrass). Toute fonction continue f : [a, b] — R (avec a, b € R tels que
a < b) est limite uniforme de fonctions polynomiales sur [a, b].

Démonstration. On va avoir besoin du changement de variable suivant :

~[01] — [a, b]
x = a+b-a)x

Par le Théoreme(l} la fonction f o ¢ est limite uniforme d’'une suite de fonctions polyndmiales
(p,). Donc f est limite uniforme de la suite (p, o p™') ou Vn €N, p, o @' est bien une fonction
polyndmiale car ¢ (donc ¢! aussi) est affine. O
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40 Théoreme des deux carrés de Fermat

Nous démontrons le théoreme des deux carrés de Fermat (qui donne des conditions sur la décom-
position en facteurs premiers d’un entier pour que celui-ci soit somme de deux carrés) a laide de
l'anneau des entiers de Gauss Z[i].

. : PP .o pol
Lemme 1. Soit p = 3 un nombre premier. Alors x € F,, estun carré si et seulementsix z = 1.

. r-1 , . *
Démonstration. Onpose X = {x € F, | x 2 =1}, et on note S 'ensemble des carrés de Fp Comme

r—

-1 _
un polynome de degré d sur F,, possede au plus d racines, on a | X| < deg (XpT — 1) = 21.

. L. p-1 _
D’autre part, si x € S, on peut écrire x = y> etonadoncx 2 = yP™! =1 car |[F;‘,| = p — 1. Donc,
ScX.

Pour conclure, calculons le cardinal de S. Pour cela, considérons le morphisme

*
o~ S
x — x°

dont le noyau est {x € F, | x? =1} = {+1} qui est de cardinal 2. En appliquant le premier théoréme
d’isomorphisme, et en considérant les cardinaux; on obtient |S| = pT_l. Donc S = X. O]

Introduisons maintenant des notations qui seront utiles pour la suite.

Notation 2. On note
Z[i] - N
" a+ib —~ a*+b?

et X I'ensemble des entiers qui sont somme de deux carrés.
I Remarque 3. ne€ X < 3z e Z[i] telque N(z) = n.

Lemme 4. Voici quelques propriétés sur N et Z[i] dont nous aurons besoin :
(i) N est multiplicative.
(i) z[i]* ={z e Z[i] IN(z) =1} = {1, +i}.
(iii) Z[i] est euclidien de stathme N.

Démonstration. (i) OnaVz,z' €C, |zZ'|* = |z|?|2'|? (par multiplicativité de (.)? et de |.|). Et N
n'est que la restriction de |.|? & Z[i]. Il est également tout-a-fait possible de montrer cette
propriété par un calcul direct.

(ii) Soitze Z[i]*.OnaN(z2)N(z!)=N(zz"')=N(1) = 1. Comme N est a valeurs dans N, on

aN(z)=N(z')=1.Enécrivantz=a+ib,onaN(z)=a’+b*=1,douta=+loub = +1.

Réciproquement, +1 et +i sont bien inversibles dans Z[i] et de module 1.
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(iii) Soientz,t € Z[i]. Onpose 2 =x +iy € Cavec x,y € R. Soient a, b € Z tels que::
— |x-al=<3.
— |ly-bl=3.

(Ces nombres existent bien, ne pas hésiter a faire un dessin pour s’en convaincre.) On pose
qg=a+ibeZ[i],etona

z 2 2 1 1
——qg|=(x- -b)yr=-+-<1
gl =@ -bP s g <

On pose alors r = z— qt, et on a bien

z
z=tqg+retN(r)=r*=|t? ;—qz <|t*=N(t)

Lemme 5. Soit p un nombre premier. Si p n’est pas irréductible dans Z[i], alors p € X.

Démonstration. On suppose que p n'est pas irréductible dans Z[i]. On peut donc écrire p = uv
avec u, v € Z[i] non inversibles. Ainsi,

p?=N(p)=N(uv) = Nw)N(») "= N(w) =N(v) = p
*1 *1

Par la Remarque3} p € X. O

Théoréme 6 (Deux carrés de Fermat). Soit n € N*. Alors 7 € X si et seulement si v, (n) est
pair pour tout p premier tel que p =3 mod 4 (ot v,(n) désigne la valuation p-adique de
n).

Démonstration. Sens direct : On écrit n = a® + b* avec a, b € Z. Soit p | n tel que p =3 mod 4.
Montrons que p ¢ X. On suppose par 'absurde que 'on peut écrire p = c® + d* avec ¢,d € Z. On
va discerner les cas :

— Sic=+1 mod4,alors c® =1 mod 4 (et de méme pour d?).
— Sic=+2 mod4,alors ¢ =0 mod 4 (et de méme pour d?).

Donc p = ¢*+d* =0,10u2 mod 4 : absurde. En particulier, par le Lemme |5 (en prenant la
contraposée), p est irréductible dans Z[i]. Comme Z[i] est euclidien (cf. Lemme[4), p est un
élément premier de Z[i]. Mais, p | n = (a+ib)(a—ib). Doncp |a+iboup | a—ib.Dans les

deuxcas,onap|aetp|b.Ainsi,
R
—_ +|— :;_75
p p p

2 n 5
p Inetﬁe

donc de deux choses 'une;on a:
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Il suffit alors d’itérer le processus (en remplagant n par #) k fois jusqu’a ce que p ne divise plus
ﬁ. Onaalors n = p**u avec p + u. D'olt v,(n) =2k.

vp(n)

2
Réciproque : Soit p premier tel que p = 3 mod 4. Alors p”r(" = (pT) est un carré, donc
plrM ey,

Soit maintenant p premier tel que p =2 ou p =1 mod 4. Alors en conséquence du Lemmel[1](le
cas p = 2 étant trivial), —1 est un carré de [, ie. 3a € Z tel que —1 = a’* mod p.Doncpla?+1=
(a—1i)(a+i). Oui mais, p ne divise ni a — i, ni a + i. Donc p nest pas un élément premier de Z[i]
et n'est donc pas irréductible dans Z[i] (toujours parce que Z[i] est euclidien, cf. Lemme[4)). En
vertu du Lemme[5} p € X.

Comme N est multiplicative, par la Remarque[3} on en déduit que X est stable par multiplication.
Donc 7n € X (en décomposant 7 en produit de facteurs premiers). [

[PER]

Remarque 7. Le fait qu'un élément irréductible d’'un anneau euclidien est premier est une —0

conséquence directe du lemme d’Euclide, vrai dans les anneaux factoriels (donc a fortiori
aussi dans les anneaux euclidiens).
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113 Transformée de Fourier d'une gaussienne

41 Transformée de Fourier d’'une gaussienne

. » . . — 2 P S
On calcule la transformée de Fourier d’'une fonction de type gaussienne x — e~ “* a laide du
théoreme intégral de Cauchy.

[AMRO8]
Proposition 1. On définit Va € RY,
‘R — R
Y{l ° X — e—axz

Alors,
_ T
VEER, ¥,(8) = ﬁe ia

Démonstration. Soit a € R}.On a

+00 2 .
VEER, ﬁ(f):f p-ax? oixt gy

et en écrivant

ax?+ixé = a(x2+ i%) = a((x+ ii)2 +£)

2a 4q2

on en déduit que
g2 [too ( +-i)2
Véeﬂ%,ﬁ(f):e‘ﬁf e W) dx (%)

(e o)

On va considérer la fonction
C — C

l,lZ2

z — e

Pour R > 0 et { € R, on note I'(R) le rectangle de sommets —R,R,R + i%, -R+ i% parcouru dans
le sens direct :

Im
: : : <
'—}?'+'lza ZEE R+ lz;
I'(R)
Re
—R R

On a,
iy ¢
R R+i= —R+iz= -R
2 2 2a 2 2a 2 2
f e—az dz:f e—az dz+f e—az dz+f e—az dz+f e 47" dz
I'(R) -R R R+ig; ~Rtin
—

=I(R) =h(R) =I(R) =I;(R) =I,(R)
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114 Transformée de Fourier d'une gaussienne

Nous allons traiter les intégrales séparément.

— Pour I; (R) : On a affaire a une intégrale sur I'axe réel. Or, on connait la valeur de l'intégrale

de Gauss: oo
f eV dy =/

(e 9]

Donc en faisant le changement de variable y = \/ax, on obtient :

too 5 too 5 T
\/Ef e“xdx=\/54=>f e dx=1/—
—00 —00 a

IL(R) — \/g

quand R — +o0.

— Pour ,(R):Ona:

R,R+ii
2a

Vze ,z:R+itavect€[0,i]
2a

— dz =idt

£
b =1 [# o g
0

On en déduit,

kS
L)< [
0
£
_ 2a
j()‘ =

<
= fza e~ R =1) 4y
0

e—a(R+it)2| dr

e—a(RZ—t2)| |ei2aRt| d¢

¢
_ar? (24 ap
:e“Rf e dt
0

—0

quand R — +oo.

— Pour I;(R) :Ona:

Vze R+ii,—R+ii y 2= t+iiavect€ [R,—R]
2a 2a 2a
= dz=dt
D’ol
-R . 2 R , 2 2 R . 2
L(R) :[ e—a(t+l%) dr = _f e—a(t+l§) dr = _ei—a e—u[tﬂ%) dr
R -R R
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115 Transformée de Fourier d'une gaussienne

qui est une intégrale généralisée absolument convergente. Ainsi par (*),

I(R) — —efa73()

quand R — +o0.

— Pour I,(R) : Ce cas-ci se traite exactement comme I,(R). On a:

S

Vze |-R+i—,—-R|,z=—-R+itavecte€ [i,o]
2a 2a

— dz = idt

£
I(R) = ifo e~ RHI" 4 = —ifz“ e~ ("R’ 4y
K

2a 0

On en déduit,

e—u(—R+it)2| dr = e—aszza eat2 dr — 0
0

<
|Amnsﬁ”

quand R — +o0.

— Pour I(R) : Lafonction z — e~1%" est holomorphe et le contour I'(R) est fermé. Donc I(R) =
0 en vertu du théoréme intégral de Cauchy.

En passant a la limite, on obtient ainsi :

2 )
O:\/§+O—ei_a?;(€)+0 = 7,8 = ge%
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