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1 Caractérisation réelle de la fonction I’

1 Caractérisation réelle de la fonction I’

On montre que la fonctionT d’Euler est la seule fonction log-convexe sur R* prenant la valeur1 en
1 et vérifiantT'(x + 1) = xI'(x) pour tout x > 0.

[ROM19-
Lemme 1. La fonction I’ définie pour tout x > 0 par I'(x) = [;"° t*~'e~" d¢ vérifie : 1]
(i) VxeR,, I'(x+1)=xI'(x).
(i) T(1)=1.

(iii) T estlog-convexe sur R} .

Démonstration. (i) Soit x € R}. Alors :

+00
I“(x+1):f t*e~tdt
0
. +00
= [—e‘tt"]o""+xf t*letdt
0
=xI'(x)
(ii) Comme t — e 'lg+ () estla densité de probabilité d'une loi exponentielle de parametre 1,

ona
+00
f etdr=1
o

=r(1)

(iii) Soient x,y € R} et A €]0,1[. On applique I'inégalité de Holder en posant A = % etl-1= é :

T(Ax+(1—-A)y) = f+°° el (A% -0y 4
0

+00 1 1
:f (e~ t1)5 (e~ 1) dt
0

1 1

<y e L)
0 0

=T(x)*'T(y)'*

Donc In oI vérifie bien 'inégalité de convexité sur R} et ainsi, I est log-convexe.
O

Théoréme 2 (Bohr-Mollerup). Soit f : Rf — R vérifiantle Point[(i)] le Point[(ii) et le Point(iii)
du Théoremel(l] Alors f =T.

Démonstration. Par récurrence, on a d’apres le Point|(i)]:

VneN*,Vxe€l0,1], f(x+n)=(x+n-1)...(x + 1)xf(x) (%)
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2 Caractérisation réelle de la fonction I’

Donc les valeurs prises par f sur R} sont entierement déterminées par ses valeurs prises sur |0, 1].
Ainsi, pour démontrer le théoreme, il suffit de vérifier Vx €]0,1], f(x) =T'(x).

Soient donc x €]0,1] et n € N*; on applique le lemme des trois pentes a la fonction convexe Ino f
(d’apres le Point|(iii)| appliqué aux points n — 1, n, n+x et n+1:

n—-1

f(x)

n qx n+1

(Inef)(n)—(nef)(n—-1) _(nof)(n+x)-(nef)(n) _(nof)(n+1)-(nof)(n)

n—(n-1) h n+x-n n+l-n
Mais, d’apres (*) et le Point[(ii)} on a f(n) = (n—1)!. D'out:

(Inof)(n+x)—In((n—-1)!)
X
= In((n-1)*) < (Inof)(n+x)—In((n-1)!) <In(n*)

= In((n-1)*"(n-1)!) <(nef)(n+x)<In(n*(n-1)!

In(n-1) < <In(n)

Par croissance de la fonction In, cela donne :
(n-1)*(n-1'<sf(n+x)<n*(n-1)!

Et en appliquant (*), on obtient :

(n-1)"(n-1)! < f(x) < n*(n-1)!

(x+n-1)...(x+1)x T (x+n-1)...(x+1)x

En ne considérant que la premiere inégalité, on peut remplacer n par n + 1 (car les deux inégalités

sont vraies pour tout 7 € N*) :
X

n*n!
<7ilx
(x+n)...(x+1)x F(x)
n*(n-1)! _ X0 + .
Ory (x+n-1)...(x+)x — (x+n;1,..r(lx+1)x¥; donc:
=sflx)=
(x+n)...(x+1)x (x+n)...(x+1)x n
n n*n!
— ] = < f(x
I )x+” (x+n)...(x+1)x Fx)
n*n!

= f(x)= lim (x+n)...(x+1)x

en faisant n — +oo dans la deuxieme implication. Comme I vérifie le Point((i)} le Point([(ii)| et le
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3 Caractérisation réelle de la fonction I’

Point|(iii)[; le raisonnement précédent est a fortiori vrai aussi pour I'. Donc

. n*n! 3
r) = lim e ®

ie. f et I" coincident bien sur 0, 1]. H

Remarque 3. Alafin dela preuve, on obtient une formule due a Gauss :

X

Vx €]0,1],T(x) = li o
x€]o, 1], (x)_nirPOO(x+n)...(x+1)x

que l'on peut aisément étendre a R} entier.

La preuve, telle qu'elle est écrite ici, est issue d'un livre de Walter Rudin. Elle est également
disponible (sous une forme un peu différente) comme I'indique la référence, dans|[ROM19-1].
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4 Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite dans un compact

2 Connexité desvaleurs d’adhérence d’une suite dans
un compact

On montre que l'ensemble des valeurs dadhérence d’'une suite d'un espace métrique compact est
connexe en raisonnant par labsurde, puis on utilise ce résultat pour démontrer le lemme des
grenouilles.

Soit (E, d) un espace métrique. ]

[p- 116
Théoréme 1. On suppose E compact. Soit (u,,) une suite de E telle que d(u,,, u,_,) — 0.

Alors 'ensemble I" des valeurs d’adhérence de (u,,) est connexe.

Démonstration. Pour tout p € N, onnote A, = {u, | n = p}.Onal =, A_p. I est fermé (en
tant qu'intersection de fermés) dans E qui est compact, donc I' est compact.Supposons que I' soit
non connexe; on peut alors écrire I' = A LI B, ou A et B sont deux fermés disjoints de I'. Comme I
est compact, A et Ble sont aussi. Notons @ = d(A,B) >0 (car A N B = @). Posons :

Al = {er | d(x,A) < g} et B = {er | d(x,B) < %}

A’ et B’ sont ouverts (en tant qu’images réciproques d’ouverts par des application continues),
donc K = E ~ (A’ UB’) est fermé dans E, donc compact.

Montrons que (u,,) admet une valeur d’'adhérence dans K, ce qui serait absurde carI' n K = @.
Comme lim,,_,, d(u,,u,_;) =0,

a
AN, e Ntel que Vn = N, d(un,un_1)<§ (%)

Soit N = N,

— Soit x, € A. Comme x, est valeur d’adhérence de (u,), 3n; > N tel que d(x,, u, ) < 5. Donc
u, €A

— Soit y, € B. De méme, In, > n, tel que d(yp, u,,) < 5. Donc u,,, € B'.

Soit maintenant n, le premier entier supérieur a n; tel que u, ¢ A’ (un tel entier existe car
!/ !
u,, ¢ A').Onaalors u, _, € A'.
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5 Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite dans un compact

D’apres (*), en appliquant I'inégalité triangulaire,

d(unorB) = d(uno—er) - d(uno—l! uno

= d(A,B) - d(uno_l,A) - d(uno_l, uno

(41
> —
3

ce qui prouve que u,, ¢ B'. Comme Uy, & A’,ona Uy, € K. On vient de montrer que,

VN = Ny, 3ny = N tel que u,, € K

On peut créer comme cela une sous-suite de (u«,,) dans K. Or K est compact, donc (u,,) admet
une valeur d’adhérence dans K. l

Application 2 (Lemme de la grenouille). Soient f: [0,1] — [0, 1] continue et (x,,) une suite

de [0, 1] telle que
X, €[0,1]
Xn+1 = f(xn)

Alors (x,,) converge si et seulement silim,,_,,  x,,; — X, =0.

Démonstration. Le sens direct est évident. Montronslaréciproque. Onsupposedoncquelim,,_,, X, —
x,, =0 eton note I' 'ensemble des valeurs d’adhérence de (x,,). I est non vide (car (x,,) est bornée,

donc admet une valeur d’adhérence par le théoreme de Bolzano-Weierstrass) et est un connexe

de R (par le Théoremel(l]), donc I est un intervalle non vide.

Soit a € T'. Il existe ¢ : N — N strictement croissante (on dit que ¢ est une extractrice) telle que
Xp(n) — A Mais alors,

Xpm)+1 ~ Xp(n) = F(Xpn)) = Xpny — fla)—a

et par hypothese, le membre de gauche converge vers 0. Donc f(a) — a = 0 ie. a est un point fixe
de f.

Supposons par I'absurde que (x,,) diverge. Alors I' n'est pas un singleton, donc est un intervalle
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6 Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite dans un compact

d’intérieur non vide : on peut trouver ce I'et h > 0tel que [c — h,c+ h] < T.

Or, c €T, donc

h
3N20telque|xN—c|SE = xyel

et en particulier, x, est un point fixe de f. Ainsi, x,,,; = f(x,,) = x,, pour tout n = N : absurde. [
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7 Critere d’Eisenstein

3 Critere d’Eisenstein

Ici, nous démontrons le célebre critere d’Eisenstein que l'on utilise énormément en pratique pour
montrer qu'un polynéme est irréductible.

Soit A un anneau commutatif et unitaire.

I Notation 1. Soit P € A[X]. On note y(P) le contenu du polynéme P.

ULM18
Lemme 2. Soit p € A tel que (p) est premier. Alors A/(p) est intégre. [ P37 :
Démonstration. Soienta,b € A/(p). On suppose ab=0.Comme ab = ab,onaab € (p). Donc
par hypotheése,
ae(p)oube(p)
—a=0oub=0
et ainsi A/(p) est bien integre. O
Lemme 3. Si A est integre, alors A[X] 'est aussi.
Démonstration. Soient P,Q € A[X] non nuls, de degrés respectifs n et m que l'on écrit P =
"oa: X etQ= Zj"io ijj. Alors, le coefficient de X"*™ dans le produit PQ est a,, b,,. Comme
a, +0, b, #0 et A estintegre, ce coefficient est non nul. Donc en particulier, le produit PQ est
non nul. =
o4

Lemme 4. On suppose A factoriel. Soit a € A irréductible. Alors (a) est premier.

Démonstration. On suppose que a | bc avec b, ¢ € A. Alors, il existe d € A tel que
ad=bc (%)

Si b est inversible, alors a | c. De méme, si ¢ est inversible, alors a | b. Supposons donc que b et ¢
ne sont pas inversibles. Comme a est irréductible, on en déduit que d est un élément non nul et
non inversible de A. Il existe donc des décompositions en irréductibles

b = ﬁl "'ﬁl’l’ C :Yl ...Ym etd: 61 ...6k
avec n, m, k € N*. Par conséquent, en injectant dans (*) :

6151 ...6k~ = ﬁl '-'IBnYl ...Ym

Comme la factorisation en irréductibles est unique a l'ordre pres, il existe §; ou y; qui est associé
a a. Si bien que a divise b ou c; c’est ce que 'on voulait démontrer. [
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8 Critere d’Eisenstein

Lemme 5 (Gauss). On suppose A factoriel. Alors :
(i) Le produit de deux polyndmes primitifs est primitif.

(ii) VP,Q e A[X]~{0}, y(PQ) =y(P)y(Q).

Démonstration. (i) Soient P,Q € A[X] tels que y(P) = y(Q) = 1. Supposons y(PQ) # 1. Alors,
il existe p € A irréductible tel que p divise tous les coefficients de PQ. Donc, dans A/(p),

PQ=PQ=0.
Mais, par le Théoreme[4} (p) est premier. Donc par le TheoremeIA /(p) estintégre, et en
particulier, A/(p)[X] l'est aussi par le Theoremel 3| Ainsi, P = 0 ou Q = 0 : absurde.

(ii) En factorisant, on écrit P =y(P)RetQ =y(Q)SouR,S € A[X] avecy(R) =y(S) =1. Dot

PQ =v(P)y(Q)RS avec y(RS) =1 parle Point Ainsi, y(PQ) =y(P)y(Q).
O

Théoréme 6 (Critére d’Eisenstein). Soient K le corps des fractionsde AetP =Y "  a,X' €
A[X] de degré n = 1. On suppose que A est factoriel et qu'il existe p € A irréductible tel que :

(i) pla;, Vie[0o,n—-1].
(i) ptay.
(iii) p* + a,.
Alors P est irréductible dans K[X].

Démonstration. Par'absurde, on suppose P = UV avec U,V € K[X] de degré supérieur ou égal a
1. Soit @ un multiple commun a tous les dénominateurs des coefficients non nulsde U et V. On a

€A[X] €A[X]

On applique le Théoreme 5| pour obtenir :
a*y(P)=y(U)y (%) ()
En factorisant, on écrit U; = y(U,)U, et V; =y(V,)V, avec U,,V, € A[X]. Il vient :
a®P = y(U)y(V)U,Y, 2 a2y (P)U,V,

Et comme a € A ~ {0} et que A est intégre, on a P = y(P)U,V, = U3V, avec U; = y(P)U, € A[X] et
V3 =V, € A[X] (dans un souci de symétrie des notations) qui sont de degré supérieur ou égal a 1.

Onpose Uy =Y!_ b;X et V; = Yo c]Xf avec b,c; = a,, # 0 par définition de P. Dans A/(p), ona
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9 Critere d’Eisenstein

et en particulier, le terme de degré 0, byc, = b, c, est nul. Mais, p est irréductible et A est factoriel,
donc au vu du Théoreme[4} (p) est premier et A/ (p) est integre par le Théoréme 2| Donc par
le Theoremel A/(p)[X] est aussi integre. D’olu1 b(, = 0 ou ¢, = 0 (mais pas les deux car sinon
p | bycy = ay, ce qui serait en contradiction avec le Point (iii))).

On suppose donc b_o =0etc, # 0. Sion avait Vi € [0, r], E = 0, on aurait en particulier b_, =0, et
donc b, ¢, = a,, = 0 (exclu par le Point . Donc,

Jieo,r—1]telqueby=-+=b;=0et b, #0
Ainsi,
i+1
@i = ) biCk = b G #0
k=0 30 #0
#0
ce qui est absurde au vu du Point[(i)car i € [0,r — 1] avecr -1 < n—1. O

I Application 7. Soit n € N*. Il existe des polynémes irréductibles de degré n sur Z.

Démonstration. On applique le Théoréme[6]au polyndme P = X" — 2 avec le premier p = 2 qui
nous donne l'irréductibilité du polynéme sur Q. Reste a montrer qu'’il est irréductible sur Z.

Or, en supposant P réductible sur Z, on peut écrire P = QR avec Q, R € Z[X] de degré supérieur
ou égal a 1 car P est primitif. Mais a fortiori, Q,R € Q[X] et ne sont pas inversibles donc P est
réductible sur Q : absurde. [
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10 Décomposition de Dunford

4 Décomposition de Dunford

On démontre l'existence et l'unicité de la décomposition de Dunford pour tout endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K. [GoUzi]

[p- 03]
Théoreme 1 (Décomposition de Dunford). Soit f € E un endomorphisme tel que son

polyndme minimal 77, soit scindé sur K. Alors il existe un unique couple d'endomorphismes
(d,n) tel que:

— f=d+n.

— d est diagonalisable et n est nilpotent.

— don=nod.

Démonstration. On écritny = (—1)"[I;_, (X —A;)“ etpour tout i, on note N; = Ker((f — A;idg)*)
le i-ieme sous-espace caractéristique de f.
Construction : Comme E = N; & --- & N, il suffit de définir d et n sur chaque N;. On les définit
pour tout i et pour tout x € N; comme tels :

— d(x) =A;x = djy, = A;idy,

— nx)=f(x)-Aix=f(x)-d(x) = n=f-d.

Vérification :

— Lesrestrictions de d et n a N; sont bien des endomorphismes car les espaces N; sont stables
par f et par d (cf. définition de d), donc aussi par n = f —d.

— d est diagonalisable et pour tout i, nﬁ\ji =0 (car Vx € N;, (f — A;)% (x) = 0 par définition de
N;). On pose donc a@ = max;{a;} eton a ”ﬁvi = 0 pour tout i, donc n* = 0 par somme directe.
Ainsi, n est nilpotent.

— Pour tout i, on a dy, = A;idg, donc n|y, © dy, = djy, ° nyy, i.e. d et n commutent sur chaque
N; donc sur E tout entier.

Unicité : Soit (d’, n') un autre couple d'endomorphismes de E vérifiant les hypothéses. On re-
marque d’abord que d’ et f commutent (car d' commute avec d’ et n’, donc avec f = d’ + n’ aussi).
Pour tout i, N; est stable par d' (car Vx € N;, (f — A;idg)% (d'(x)) = d' o (f — A;idg)% (x) = 0).
Comme d)y, = A;idy,, on en déduit que d o d’ = d' » d sur N;. Donc cC'est également vrai sur E tout
entier. Ainsi, d et d' sont diagonalisables dans une méme base, donc d — d’ est diagonalisable.

D’autre part, comme n = f —d, n' = f — d' et que d et d’ commutent, n et n’ commutent. Si on
choisit p et g tels que n” = n'? =0, alors :

p+q
(n _ n/)p+q — Z (]9 + q)ni(_l)p+q—in/p+q—i -0
i=o\ 1
(dans chaque terme de la somme, soit i = p, soit p + g —i = q). Donc n — n' = d’' — d est nilpotent.
Or nous avions montré que d' — d est diagonalisable, donc d' — d = 0. Finalement, ona d = d’ et
n=n'. ]
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11 Décomposition de Dunford

Remarque 2. On peut démontrer que les endomorphismes d et n sont des polyndmes en

f. En effet, si on note p, la projection sur N; parallelement a EB;.ZI Nj, alors, le lemme des
j#i

noyaux nous indique que p; est la restriction a N; d'un endomorphisme en f. Comme

d=7Y7i_,A;p; destégalement un polynéme en f; et n = f — d aussi.
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5 Décomposition polaire

On montre que toute matrice M € GL,,(R) peut s’écrire de maniere unique M = OS avecO € 0, (R)
etS € #,; 7 (R), et que lapplication (O,S) — M est un homéomorphisme.

Lemme 1. Soit S € #,(R). Alors S € .%, " (R) si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

Démonstration. Par le théoréme spectral, on peut écrire S = PDiag(A,, ..., A, )P avec P € G, (R).
Si on suppose 4,,...,A, >0,ona Vx #0,

‘xSx ='(Px)Diag(Ay, ..., 4,,)(Px) > 0 car Diag(A,, ..., A,) € % * (R)

d’ou1 le résultat.

Réciproquement, on suppose Vx # 0, ‘xSx > 0. Avec x = ‘Pe, (ol ¢; désigne le vecteur dont la
premiere coordonnée vaut 1 et les autres sont nulles),

'xSx ='(Px)Diag(A,,...,A,)(Px) ="e;De, = A, >0
Et on peut faire de méme pour montrer que Vi € [1,n], A; > 0. [

Lemme 2. %, (R) est un fermé de .#,,(R) et GL,,(R) N £ (R) < % " (R).
Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit de constater que

IR ={Med,R)|'M=M}n|(){MeM,R)|'xMx =0}
xeR™
qui est une intersection de fermés (par image réciproque). Maintenant, si M € GL,,(R) N %, (R),
alors M est diagonalisable avec des valeurs propres positives ou nulles (par le théoréeme spectral).

Mais comme det(M ) + 0, toutes les valeurs propres de M sont strictement positives. Donc par le
Théoreme(l} M € & (R). O

C-G
Théoréme 3 (Décomposition polaire). Lapplication [ﬁ%}
. 0,R)x F#(R) — GL,(R)
0,5) —~ 0S8

est un homéomorphisme.

Démonstration. Montrer qu'une application est un homéomorphisme se fait en 4 étapes : on
montre qu’elle est continue, injective, surjective, et que la réciproque est elle aussi continue.

— Lapplication est bien définie et continue :SiO € @,(R) et S € &, " (R), alors OS € GL,,(R).
De plus, u est continue en tant que restriction de la multiplication matricielle.
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— Lapplication est surjective : Soit M € GL,,(R). Si x # 0, on a

'x("MM)x ="(Mx)(Mx) = |Mx|5>0

En particulier, ' MM € %, *(R). Par le théoréme spectral, il existe P € G, (R) et A4, ...,A,, >0
tels que ‘MM = PDiag(A4,...,A,,)P~. On pose alors

D= Diag(\/ﬂt_l,...,\/fn) etS=PDP!

de sorte que S* = ' M M. Mais de plus,
S='p7l'D'P=S = Se.¥,(R)

et par le Théoremel|l}
Vie[l,n],\/A; >0 = Se % " (R)

On pose donc O = MS™! (ie. M = 0S), eton a
'00 =" (MSV)MS =SV MMS 1 =571§2S =1, = 0€0,(R)

Donc u(0,S) = M et u est surjective.

— Lapplication est injective : Soit M = OS € GL,,(R) (avec O et S comme précédemment).
Soit M = O'S’ une autre décomposition polaire de M. Alors il vient,

SZ — L‘MM — t(Olsl)Olsl — tsltololsl — SIZ

Soit Q un polynoéme tel que Vi € [1,n], Q(1;) = /A; (les polynémes d’interpolation de
Lagrange conviennent parfaitement). Alors,

S=PD'P =PQ(D?)'P = Q(PD*'P) = Q(*MM) = Q(S?) = Q(5?)

Mais S’ commute avec S'?, donc avec S = Q(S’Z). En particulier, S et S’ sont codiagonali-
sables, il existe Py € GL,,(R) et py, ..., ty, 141, ---, iy, € Rtels que

S = PyDiag(yy, ..., 1, )P, ' et S’ = PyDiag(y], ..., 1)) Py
d'oti:

§*=8” = P, Diag(u?,...,u5)Py " = PyDiag(uy, ..., w2 )Pyt
— p=pP  Vie[l,n]
= ;= ! Vie[l,n]carVie[l,n], u; >0

— S=9

Ainsi, 0 = MS™' = MS'~! = 0’. Donc u est injective.

— Lapplication inverse est continue : Soit (M,,) € GL,(R)N qui converge vers M € GL,(R). 11
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Décomposition polaire

s'agit de montrer que la suite (u'l (Mp)) =(0,,S,) converge vers uw (M) =(0,S). Comme
0,(R) est compact, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite extraite

(_Oq,(ﬂ)_ )1c0nverge vers une valeur d’adhérence O € G, (R). Ainsi, la suite (Sy(p)) converge vers

S=0 M.
Mais, =0 'M € GL,(R) n & *(R). Donc par le Théoréme
SeGL,(R) N & (R)

et par le Théoreme|[2}
Se S (R)

On a M = OS, d’oiy, par unicité de la décomposition polaire, O = O et S = S.

Remarque 4. La preuve vaut encore dans le cas complexe (pour le groupe unitaire et les
matrices hermitiennes).
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15 Densité des polyndmes orthogonaux

6 Densité des polynomes orthogonaux

On montre que la famille des polynémes orthogonaux associée a une fonction poids p vérifiant
certaines hypotheses forme une base hilbertienne de L, (I, p) (oit I est un intervalle deR).

Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. On considere (P, ) la famille des polyn6mes
orthogonaux associée a p sur 1.

Lemme 1. On supposeque VneN, g, : x — x" € L,(I,p).Alors Vn eN, g, € L,(I,p). En
particulier, I'algorithme de Gram-Schmidt a bien du sens et (P,) est bien définie.

Démonstration. OnaVvVneN,

f, %" 2p(x) dx = ] 12" p(x) dx = | gon l, < +oo

Théoréme 2. On suppose qu'il existe a > 0 tel que
fle‘”x'p(x) dx < +o0

alors (P,) est une base hilbertienne de L, (I, p) pour la norme |.|,.

Démonstration. Soit f € Vect(g,)* = Vect(P,)*. On définit

f(x)p(x) sixel
0

vreR )= { sinon

Montrons que ¢ € L, (R). Remarquons tout d’abord que V¢ =0, t < “th Ainsi, on a

2
vxel, f@lpe = - o0

Comme p et pf? sont intégrables sur I, on en déduit que ¢ € L, (R). On peut donc considérer sa
transformée de Fourier

§iE— f Flx)e % p(x) dx

Montrons que ¢ se prolonge en une fonction F holomorphe sur

Ba:{zetﬁl |Im(z)|<g}
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16 Densité des polyndmes orthogonaux

SIS

ST

Définissons a présent g : (z,x) — e *** f(x)p(x). Pour z € B,, on a

[lgz0ldx < [ e 17 lp() dx
1 I

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour |.||,, on obtient de plus

[e¥1repeaxs ([ e“'x'p(x)dx)% i If(x)lzp(X)dx)% < +00 (+)

On définit la fonction F par

VzeB,, F(z) :fe_izxf(x)p(x)dx = fg(z,x) dx
1 1

L'inégalité (*) montre que cette fonction est bien définie. De plus :
— VzeB,, x — g(z,x) est mesurable.
— pp-enx €1, z— g(z,x) estholomorphe.
— VzeB, Vxel,
(20| = h(x) = e | £(x)lp(x)
et I'inégalité (*) montre que h € L,([I).

Donc par le théoreme d’holomorphie sous 'intégrale, la fonction F est holomorphe sur B,, et
coincide sur R avec ¢.Ce théoreme nous dit de plus que

VneN,Vze B, FM(z) = (=i)" flx"e_i“f(x)p(x) dx
Ce qui donne, une fois évalué en 0 :
Vn eN,F(0) = (-i)" f, X" f(x)p(x)dx = (=) (g f) = 0
Lunicité du développement en série entiére d'une fonction holomorphe montre que F = 0 sur

un voisinage de 0. Le théoréme du prolongement analytique implique alors que F = 0 sur le
connexe B, tout entier, et donc en particulier, sur R. Ainsi, ¢ = 0. Comme ¢ est une fonction
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17 Densité des polyndmes orthogonaux

intégrable, I'injectivité de la transformée de Fourier implique que ¢ = 0. Comme p(x) > 0, on en
déduit que f(x) = 0 pp. en x € I. On vient donc de montrer qu'une fonction orthogonale a tous
les polynémes est nulle i.e. Vect(g,,)* = {0}.En ajoutant le Théoréme a ceci, on a bien que les
polyndmes orthogonaux forment une base hilbertienne de L, (7, p). ]

Contre-exemple 3. On considere, sur I = R}, la fonction poids p : x — x~*). On pose
Vx el f(x) =sin(2zIn(x)). On calcule

(f8) = fx” sin(27In(x))x ™) dx
1
J’=12(x)f e(n+1)y sin(Zny)e—y2 oy
R

(n+1)%

n+1)2
=e 1 fe_(y_Tl) sin(2zy)dy
R

n+1
2

(n+1)2 . _¢2
=(=1)""1e 2 ‘[Rsm(Znt)e " dt,avect =y —

f impaire

Ainsi, la famille des g,, n'est pas totale. La famille des polynémes orthogonaux associée a ce
poids particulier n'est donc pas totale non plus : ce n'est pas une base hilbertienne.
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18 Développement asymptotique de la série harmonique

7 Développement asymptotique de la série harmo-
nique

On effectue un développement asymptotique a l'ordre 2 de la série harmonique ) %

I-P
Lemme 1. Soit a > 1. Lorsque n tend vers +oo, on a ﬁﬂg-]o]

e 1 1 1

—_—~

kemn N¢ a—1n*!

Démonstration. La fonction x — %“ est décroissante sur R}, nous allons faire une comparaison
série / intégrale.

Aire du rectangle égale a (GO +1)

Ona

1 k+1 1 1
VkZl,—Sf —dx =< —
(k+1)e = i xe k@

k+1 1 1 k 1
szz,f —dxs—sf —dx
[ A -

N+1 ] N o1 N 1
f —dx< ) — sf —dx
n x@ = ko el X%
-1 1 N+1 N 1 -1 1 N
= |— ] Y —<s|—
a—-1x1], = k¢ —1x* 1],

1 1 1 1 1 1
= —~ <) —=< -
a—-1\n*!t (N+1)1| Zk* a-1\(n-1)1 Ne-l

La suite (¥}_, =) est donc convergente, car elle est croissante et majorée par — (W)

Lorsque N tend vers +o0o0, on a donc

w1l = E =i o)
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19 Développement asymptotique de la série harmonique

Or, comme n%*! ~ (n- 1)0“1 quand 7 tend vers +oo, on en conclut I'équivalent annoncé. O]

Théoréeme 2 (Développement asymptotique de la série harmonique). On note Vn €
N*, H, = Y.}_, - Alors, quand n tend vers +oo,

1
H, :ln(n)+)/+5— 22 +0(F)

Démonstration. Lafonction x — % est décroissante sur R, cela invite a faire une comparaison
série / intégrale.

y=1

Aire du rectangle égale a -

Ona

Traitons les deux morceaux séparément.

— Vk=1, [k 1 dx < ¢ parl'inégalité de droite. Donc, en sommant entre 1 et n € N* :
n+l ]
ln(n+1):f —dx<H,
1 X

— Vk=2, % </ kk_l % dx parl'inégalité de gauche avec un changement de variable. Donc, en

sommant entre 2 et n € N* :
no1 n1
Yy = Sf ~—dx =In(n)
k=2 k 1 X

eten ajoutant 1 :
H,<In(n)+1

On peut tout regrouper pour obtenir les inégalités suivantes :
In(n+1)<H, <In(n)+1

et donc, quand n tend vers +oo,
H, ~In(n)

Pour la suite, on pose pour tout n = 1, u,, = H,, —In(n) et pour tout n = 2, v, = H,_; —In(n).Ona:

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

20 Développement asymptotique de la série harmonique

—Vnz2,u,-v,= % > ( et converge vers 0 quand 7 tend vers +oco.

— Vn=1,

1
Uy, — Uy = 1 —In(n)+In(n+1)

1 1
=- —ln(l— )
n+1 n+1
>0

carln(l1+x) < x pour x €] — 1, +o0[.

— Vn=2,
1
Upi1 — U, = ;+ln(n)—ln(n+1)
1 1
= ——ln(1+—)
n n
>0

les suites (u,,) et (v, ) sont adjacentes, elles convergent donc vers un réel y € R. Posons maintenant
vn=1,t,=u,-y=H,—-In(n)-vy

Nous allons utiliser le lien entre séries et suites : cherchons un équivalente de la suite (¢, — t,,_;)
pour obtenir un équivalent de la somme partielle de la série de terme général (¢, — ¢,_;) qui n'est
autre que la suite (,,). A l'aide du développement limité de In(1 + x) en 0 on obtient

1
t,—t,.,=In(n-1)-In(n)+ -

1 1
:m@-ﬁ+—
n/ n
1
2n?

D’apres le critére de Riemann, la série de terme général ¢; — f;,_, converge. Le théoreme de
sommation des équivalents donne I’équivalence des restes. Or, un équivalent du reste de la série
de Riemann }° —; est donné par le Théoreme|l|et vaut - :

Jio Jio 1 1
o=l = —ly~ Y, —og ~ =
k=n+1 " k=n+1 2k? 2n

D'ott £, ~ 5~ et H, =In(n) +y + 5~ + 0(+). On pose alors Vn = 1, w, = t,, — 3 et on procéde de
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21 Développement asymptotique de la série harmonique

maniére similaire pour obtenir, pour tout n =2 :

IR
w, —w, ;=—+In[1-= -
no TnelT, n/ 2n-2 2n

1 1 1 1 1 1 1 (1)
o

— +— +
n n 2n? 3n3 2n1—% 2n

1 1 1 1 1 1
A I Rl

2n?  2n n n?l 2n n3
i)
=—40|—
6n3 ns
On adonc
J§° 11 1
W, —W, =—-W, ~—— =
G R TR " 26n2  12n2
d’ot1 le résultat. O]
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22 Dimension du commutant

8 Dimension du commutant

Dans ce développement, on montre en se ramenant a la résolution d’'un systeme d'équations linéaires
homogene que la dimension du commutant d’une matrice est plus grande que celle de l'espace
de départ. On applique ensuite ce résultat pour donner une condition nécessaire et suffisante qui
permettant de calculer le commutant de cette matrice.

Soient K un corps, n=1et A e #,(K).

Notation 1. — Onnote J,(KK) I'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures
d’ordre n a coefficients dans le corps IK.

— On note ¥ (A) le commutant de A.

. 1s . . . . ) [GoU21]
Remarque 2. On considére acquis le fait que si 7, = y,, alors A est cyclique : 5259
Jx € K" ~ {0} tel que (x,Ax,...,A" 'x) est une base de K"
[FGN2]
Lemme 3. . 160

dimy (€(A)) = n

Démonstration. Commencons par poser le systeme d’équations linéaires homogene
AX-XA=0

d’'inconnue X = (x; ;); jeq1,n] € 4, (K). On note # I'espace des solutions de ce systéme.

Plagons-nous d’abord dans le cas ou A = (a; ;); jeq1,n] € T »(K). Considérons ce systeme d’équa-
@ inconnues dans K. Comme AX — X A est triangulaire
supérieure, dire que X est solution revient a écrire @ équations correspondant a la nullité des
coefficients de AX — X A dans la partie supérieure. Mais, de ces équations, on peut en retirer n
qui sont triviales (celles situées sur la diagonale, de la forme a; ;x; ; — x; ;a; ;). Ce systéme a donc

+1 +1) . . .
n(nz ) %lnconnues. Ainsi,

tions pour X € J,,(K); on a alors

— n équations pour seulement

dimy (€/(A)) = dimy (%) = dimy (% 0 T, (1)) = D (”(” ) n) —n

2 2

Si A n'est pas triangulaire mais est tout de méme trigonalisable, il existe P € GL,,(K) et T € 7,,(K)
telles que A = PTP™!. Ainsi,

Xe€(A) = AX =XA
— (PTP H)X =X(PTP™)
— T(P7'XxP)=(P'XP)T
— P 'XPe€b(T)
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23 Dimension du commutant

et puisque X — P~ X P est un isomorphisme de .#,,(K), on a
dimy (€' (A)) = dimy (€' (T))

donc on peut tout a fait se ramener au cas ou A est triangulaire supérieure.

Enfin, si A n'est pas trigonalisable, on considere L une extension de K sur laquelle y4 est scindé.
Lapplication
L M(K) = M, (K)
X — AX -XA

est linéaire, donc on peut considérer sa matrice B € .4,,2(K) dans la base canonique de .4, (K)
(il s'agit de la matrice associée au systeme d’équations linéaires). Alors . = Ker(B). Le rang est
invariant par extension de corps, donc

rangy (B) = rang, (B)

d’'ou
dimy () = dimy (Ker(B))
= n® —rang, (B)
= n® —rang, (B)
= dim, (Ker(B))
=2n
car A est trigonalisable dans L. D’otl le résultat. O
Théoreme 4.

K[A] =€ (A) = 15 = xa

Démonstration. Sens direct : Supposons K[A] = € (A). Le Théoréme[3|entraine que
deg(m,) = dim(K[A]) = n
Mais comme deg(m,) < n, on a deg(m,) = n. Par le théoreme de Cayley-Hamilton, on conclut
Tp=Xa

Réciproque : On suppose m, = y4. Par la Théoreme |2} on peut trouver x €€ K" ~ {0} tel que
(x,Ax,...,A" 1x) est une base de K". Ainsi, 'application

€A — K"
" B — Bx

est linéaire injective. En effet, si B € Ker(¢), alors

Vke[0,n—1], BA*x = A¥kBx =0 = B =0
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24 Dimension du commutant

car B s'annule sur une base de K". D’ot1 dim(%¢(A)) < dim(K") = n. On déduit a I'aide du Théo-
réeme3|que
dim(€¢(A))=n

Notons de plus que
dim(K[A]) = deg(,) = deg(x4) = n

et comme K[A] € 6 (A) (car tout polyndome en A commute avec A), on a bien le résultat. O
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9 Dualde Lp

Avec les propriétés hilbertiennes de L, couplées a certaines propriétés des espaces L,,, on montre que
le dual d'un espace L, est L, pour % + é =1, dans le cas ot p €]1,2[ et oit l'espace est de mesure

finie.

Soit (X, </, 1) un espace mesuré de mesure finie.

I Notation 1. On note Vp €]1, 2|, L,= Lp(X,.szf,u).

Lemme 2. Soient p €]1,2[ et f € L,. Alors f € L, telle que | |, < M| f|, ou M = 0.

Démonstration. Comme p €]1,2[,on a % > 1. Soit r tel que £ + 1 = 1. On applique I'inégalité de
Holder a g = |f|P 1y de sorte que

1
fXIfI”dM = 1f1PUlly < |||f|”||§ Ixll, < X IFIS
d’ot1 le résultat. O]

Lemme 3. Soit p €]1,2[. Alors L, est dense dans L, pour lanorme .| ,.

Démonstration. Soit f € L,,. On considere la suite de fonction (f;,) définie par

Vne PQ,‘fh = j?ﬂ|f|5,l

Clairement, (f;,) est une suite de L,. On va chercher a appliquer le théoréme de convergence
dominée a la suite de fonctions (g, ) définie pour tout n e Nparg, = |f,, — I :

— VneN, g, est mesurable.
— (g,) converge presque partout vers la fonction nulle.

— Par convexité de la fonction x — x”, on a

fo-rlp =22 [l L <o iy <2vipp e,

On peut donc conclure
I1f =£llp = [ 1 = ful? du—0

ce qu’il fallait démontrer. O

Théoréme 4. Lapplication

L —»(Lp)’ 211
P g —(pg:f— [ fBdu) P q
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26 Dual de L,

I est une isométrie linéaire surjective. C'est donc un isomorphisme isométrique.

Démonstration. Soient g € L, et f € L,,. Linégalité de Holder donne

o (D= lgligIf1l,
donc ¢, € (L) et llg,ll < || g ;- De plus, si g = 0, alors [lg, Il = | g |, = 0. On peut donc supposer
g +0.

Soit u une fonction mesurable de module 1, telle que g = u|g|. On pose h = u|g|?"!. Comme
q=p(g—-1),ona

[ n1du= [ g1 du= [ [g17du < +oo

X X X

douhel,et ||h||p ||g||q lpg(h)]. Comme, l(ﬁ‘;(” ) < llg,lll, on a en particulier,

1
f 1817 dp < ligg i (f Igl‘idp)"
X Ux® 7))

—_—
=|¢pg(h)| =|all,
et ainsi,
;
oglt= ([ 1g17an] " = ([ lg17du)” = gl
X x
donc llggll = [ gll, et ¢ est une isométrie.

Montrons qu’elle est surjective. Soit £ € (L,,)". D’apres le Théoréme onal, <L, doncon peut
considérer la restriction £ = ¢, .

V€L, [COI<IONIfl, <MICNIfI, = £ (L)

Comme L, est un espace de Hilbert, on peut appliquer le théoréme de représentation de Riesz a
¢.1l existe g € L, telle que

Vfel, O(f)= fX fgdu

Pour conclure, il reste a montrer que g € L, et que I'égalité précédente est vérifiée sur L,,. Comme
précédemment, on considere u de module 1 telle que g = u|g| et on pose f,, = ﬁlglq_1ﬂ|g|5n €
L,<L,.Ona

fx 181 en dit = 1ECED < LTI, = 1] ( fX 1817 g e du);

D’ou )

U 81’ “lgl<nd“) (f 81 ﬂ|g|<ndu) e

D’apres le théoreme de convergence monotone, on a

1

nlirpw(f g1 ﬂ|g|<ndu) (f Igl"du)_<|||€|||
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Et en particulier, g € L, de norme inférieure ou égale a || #||. Ainsi,ona Vf € L,, (f) = Vg (f).Les
applications £ et ¢4 sont continues sur L, et L, est dense dans L,, (par le Théoreme , doncon a
bien £ = ¢, = ¢(g). O

Remarque 5. Plus généralement, sil'on identifie g et ¢, :
— L, estle dual topologique de L, pour p €]1, +ool.

— L, estle dual topologique de L, si u est o-finie.
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10 Equation de Sylvester

On montre que l'équation AX + XB = C d'inconnue X admet une unique solution pour tout C €

M, (C) et pour tout A, B € M, (C) dont les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative.

Lemme 1. Soit | .|| une norme d’algebre sur .#,,(C), et soit A € .4 ,(C) une matrice dont
les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative. Alors il existe une fonction
polynémiale P : R — Ret A > 0 tels que || e | < e P(t).

Démonstration. On faitladécomposition de Dunfordde A: A = D+N.Comme D et N commutent,
ona e’ = e'Pe™ Soient Pla matrice de passage donnée par la base de diagonalisation de D et
Ay, ..., A, ses valeurs propres. En notant ||. || la norme subordonnée a |.||, sur C*,ona V¢ =0,

. -1
”letD ||| — |I|etPDlag()ll ..... A,)P |”
— ”lpetDiag(/ll ..... An)P—l "|

- : ) A
< IIPWIP-I| sup ||Diag(e™,...,e"")xllo

T lxlleo=1

<a sup |e™]

i€[1,n]
-t

<ae
ol A > 0 par hypothese. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, donc il existe
B> 0tel que [|e™®|| < Be .

Pour conclure, en notant r I'indice de nilpotence de N,

le | < [le™[fle™]
r—1 N ktk
s gl
k=0
=P(t)

Théoréme 2 (Equation de Sylvester). Soient A et B € .#,,(C) deux matrices dont les valeurs
propres sont de partie réelle strictement négative. Alors pour tout C € .#4,,(C), 'équation
AX + XB = C admet une unique solution X dans .#,(C).

Démonstration. Comme l'application ¢ : X — AX + X B est un endomorphisme de .#,,(C), qui
est un espace vectoriel de dimension finie, il suffit de montrer qu’elle est surjective pour obtenir
I'injectivité (et donc I'unicité de la solution). Soit C € .#,,(C). On consideére le probleme de Cauchy
suivant d’'inconnue Y : R — .4, (C) :

(E)

Y'=AY +YB
Y(0)=C
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Il s'agit d'une équation différentielle linéaire a coefficients constants (on peut voir cela notamment
en calculant les produits AY et Y B et en effectuant la somme; I’égalité matricielle avec Y' donnant
le systeme d’équations voulu). D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire, (E) admet une
unique solution définie sur R tout entier, que 'on note Y.

On vérifie que la solution est définie V¢ € R par Y (¢) = exp(tA)Cexp(tB). En effet pour tout ¢ € R,
ona:
Y'(t)=Aexp(tA)Cexp(tB)+exp(tA)CBexp(tB) =AY +YB

car toute matrice M commute avec son exponentielle (puisque exp(M ) est limite d’'un polynéme
en M) et donc M commute aussi avec exp(tM ) pour tout ¢ € R.

On va maintenant montrer que X = — [;"° Y (s) ds est la solution de I'équation de Sylvester. Pour
tout t = 0, on integre Y’ entre 0 et ¢ pour obtenir :

Y(t)—C:fOtY’(s)ds:AxfOtY(s)ds+f0tY(s)dst

Il ne reste donc plus qu'a montrer que Y (¢) — 0 et que Y est intégrable pour conclure. Par
le Théoremell} il existe A,,1, > 0 et P;, P, : R — R polynomiales tels que [ e*4|| < e M!P;(t) et
| e’ < e72!P,(t) pour tout ¢ = 0. Ainsi, en posant A = max(A,,1,) et P = P,P,, comme |.|| est
une norme d’algebre :

1Y ()l = e Ce™| < [C|P(r)e "

En particulier, on a bien Y (#) — 0. De plus, comme ||C ||P(t)e?*" est intégrable sur [0, +oo| et

domine || Y ()], alors Y est aussi intégrable [0, +oo[. Finalement, en faisant ¢ — +o00, on obtient :
+00 +00
—C:Axf Y(s)ds+f Y(s)ds xB
0 0

Donc ¢(X) = C: ¢ est surjective et X est bien la solution de I'équation de Sylvester. ]

Remarque 3. Pour dire que toute matrice M commute avec exp(M ), on aurait simplement pu
dire que exp(M ) est un polynéme en M ie. VM € .4, (C), 3P € C[X] tel que exp(M ) = P(M).

Démonstration. Soit M € 4, (C). Lensemble C[M] = {P(M) | P € C[X]} est un sous-espace
vectoriel de .#,,(C) qui est de dimension finie, donc C[M ] I'est aussi et est en particulier fermé.

Pour tout n € N, on pose P, =}/, MT,k € C[M] de sorte que P, —,,_., ., €xp(M ). Comme C[M |
est fermé, on en déduit que exp(M) € C[M]. Donc 3P € C[X] tel que exp(M ) = P(M). O

agreg.skyost.eu

[GOU21]


https://agreg.skyost.eu

30 Equivalence des normes en dimension finie et théoréme de Riesz

11 Equivalence des normes en dimension finie et
théoreme de Riesz

On montre l'équivalence des normes en dimension finie ainsi que le théoreme de Riesz sur la com-
pacité de la boule unité fermée toujours en dimension finie, qui sont deux résultats fondamentaux
sur les espaces vectoriels normés.

Lemme 1. Les compacts de (R", ||.||,) sont les fermés bornés.

Démonstration. Soit X une partie fermée bornée de R”. Soit (x,,) une suite de X. On note Vk € N,
Vie[1,n], x,i la i-iéme composante du vecteur x;. Comme X est bornée, alors (|| x,,||,) est une
suite réelle bornée. Montrons par récurrence que, pour tout k € [1, n], il existe des extractrices

¢, ..., p; telle que la suite réelle (x;lomo(pi(n)) converge pour tout i € [1, k].

— Pour k =1, c’est une réécriture du théoreme de Bolzano-Weierstrass.
— Pour k > 1, supposons avoir construit ¢, ..., ¢, telles