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Caractérisation réelle de la fonction I'

On montre que la fonctionT d’Euler est la seule fonction log-convexe sur R* prenant la valeur1 en
1 et vérifiantT'(x + 1) = xI'(x) pour tout x > 0.

[ROM19-
Lemme 1. La fonction I’ définie pour tout x > 0 par I'(x) = [;"° t*~'e~" d¢ vérifie : 1]
369
(i) VxeR,, I'(x+1)=xI'(x).
(i) T'(1) =1.
(iii) T estlog-convexe sur R} .
Démonstration. (i) Soit x € R}. Alors :
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(ii) Comme t — e 'lg+ () estla densité de probabilité d'une loi exponentielle de parametre 1,
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(iii) Soient x,y € R} et A €]0,1[. On applique I'inégalité de Holder en posant A =L et1 -1 =1:
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Donc In oI vérifie bien 'inégalité de convexité sur R} et ainsi, I est log-convexe.
O

[RUD]
Théoréme 2 (Bohr-Mollerup). Soit f : R} — R* vérifiant le Point[(i)} le Point((ii)|et le Point|(iii)]
du Lemme(1] Alors f =T.

Démonstration. Par récurrence, on a d’apres le Point|(i)]:

VneN*,Vxel0,1], f(x+n)=(x+n-1)...(x + 1)xf(x) (%)
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2 Caractérisation réelle de la fonction I’

Donc les valeurs prises par f sur R} sont entierement déterminées par ses valeurs prises sur |0, 1].
Ainsi, pour démontrer le théoreme, il suffit de vérifier Vx €]0,1], f(x) =T'(x).

Soient donc x €]0,1] et n € N*; on applique le lemme des trois pentes a la fonction convexe Ino f
(d’apres le Point|(iii)| appliqué aux points n — 1, n, n+x et n+1:

n—-1

f(x)

n qx n+1

(Inef)(n)—(nef)(n—-1) _(nof)(n+x)-(nef)(n) _(nof)(n+1)-(nof)(n)

n—(n-1) h n+x-n n+l-n
Mais, d’apres (*) et le Point[(ii)} on a f(n) = (n—1)!. D'out:

(Inof)(n+x)—In((n—-1)!)
X
= In((n-1)*) < (Inof)(n+x)—In((n-1)!) <In(n*)

= In((n-1)*"(n-1)!) <(nef)(n+x)<In(n*(n-1)!

In(n-1) < <In(n)

Par croissance de la fonction In, cela donne :
(n-1)*(n-1'<sf(n+x)<n*(n-1)!

Et en appliquant (*), on obtient :

(n-1)*(n-1)! < F(x) < n*(n-1)!

(x+n-1)...(x+1)x S (x+n-1)...(x+1)

En ne considérant que la premiere inégalité, on peut remplacer n par n + 1 (car les deux inégalités

sont vraies pour tout 7 € N*) :
X

n*n!
<7x
(x+n)...(x+1)x F(x)
n*(n-1)! _ X .
Or, (x+n-1)...(x+1) — (x+n)n__‘?x+1)xx+7n, donc:
=sflx)=
(x+n)...(x+1)x (x+n)...(x+x n
n n*n!
— S = < f(x
I/t )x+” (x+n)...(x+1)x Fx)
n*n!

= f(x)= lim (x+n)...(x+1)x

en faisant n — +oo dans la deuxieéme inégalité. Comme T vérifie le Point((i)} le Point((ii)} et le
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3 Caractérisation réelle de la fonction I’

Point|(iii)[; le raisonnement précédent est a fortiori vrai aussi pour I'. Donc

. n*n! 3
()= im (x+n)...(x+1x fx)

ie. f et I" coincident bien sur 0, 1]. H

Remarque 3. Alafin dela preuve, on obtient une formule due a Gauss :

X

Vx €]0,1],T(x) = li o
x€]o, 1], (x)_nirPOO(x+n)...(x+1)x

que l'on peut aisément étendre a R} entier.
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