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Contre-exemple au théoreme de Dirichlet

On construit un contre-exemple au théoreme de Dirichlet qui montre l'importance de I'hypothese
€' par morceaux.

[GOU20]
Contre-exemple 1. Soit f : R — R paire, 2n-périodique telle que : p-275
e | . 3 X
Vxe[0,n],f(x) =) —zsm((z” + 1)—)
p=1 p 2

Alors f est bien définie et continue sur R. Cependant, sa série de Fourier diverge en 0.

Démonstration.

1
Vxe[O,n], 5—2

1
— sin((zl”3 + l)f)
p 2

. . . 3
donc la série converge normalement sur [0,7]. Comme la fonction x — % sin ((2” + 1)%) est
continue (en tant que composée de fonctions continues), la fonction f est continue sur [0, 7]. On
prolonge f par parité en posant

Vx € [-m,0[, f(x) = f(~x)

Ainsi prolongée, f est continue sur l'intervalle [—m,77]. Comme f () = f(—), on en déduit que f
est 2r-périodique, et est donc continue sur R tout entier.

Posons Vk € N
n 2k +1)t il
VneN, a,; = f Cos(nt)sin(% dt) etVgeN, s, =) a,p
0 n=0
Soient k, n € N. On va chercher a minorer s,, ;.. Pour cela, calculons explicitement a,, ;. :

1 (= . ((2k+1 . ((2k+1
an,kzéf sm(( 5 +n)t)+sm(( 5 —n)t)dt
0

1 1 1
"2 \krn+l k—n+l
n 2 n 2
1
k+§

(c+ 1P -

Par conséquent, a k fixé, a,, . = 0 pour tout n < k. Donc s, ;. = 0 pour tout g < k. Pourle cas g > k,
onremarque que les a, ; sont, a un facteur 7% pres, les coefficients de Fourier a,, (g;.) de la fonction
paire

gk:t'_’

sin((k+%)t)‘
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2 Contre-exemple au théoreme de Dirichlet

qui est continue et €' par morceaux. D’apreés le théoréme de Dirichlet, sa série de Fourier converge
simplement vers g;. sur R. En particulier, en 0, cela donne :

Ay T b4
— 2 Ank = 58:(0) =0
n=1

En faisant tendre g vers +oo, on a ainsi :

Ao,

Sq,k >

Or, a,, . est positif pour n < k et négatif pour n > k. Donc la suite (s, ;) est décroissante a partir

de I'indice g = k. Comme elle converge vers “2£, on en déduit que
- Gk
Vg>k,s,.,=——=0
q q,k 2

Il nous reste a obtenir une minoration de s; ;. Or, pour tout k € N*,

k k+_

sk,k T 1o o
n=1 (k+ 1)2

k+—

Mais, la fonction ¢ — W

est croissante. Donc par comparaison série-intégrale,

n k+l
—dt
Z nl(k+1)2

k k+§
:f T g
0 (k+%)2—t2

_In(4k +3)

2
- In(k)

2

Comme f est paire, les coefficients de Fourier b, (f) sont nuls. Par ailleurs, Vn € N,

a(N) =~ [ f)cos(nryde
= %fo” cos(nt) io izsin((z"’3 + l)g) dr
2 +oo ! f sm((zp +1)= ) dr

I'interversion somme-intégrale étant licite par convergence normale sur un segment. Donc,

2 +o00 | T 1]
VnEN,an(f):—Z_zanz,ﬁ—l ﬁVnEN,Sn_—Z ()= Z 2 Sn,2p-1
T[p:lp ! 2 k=0 —lp
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3 Contre-exemple au théoreme de Dirichlet

Comme les s, ;. sont positifs et que s . = @, on en déduit

p’-1

2p?

1 1
VpeEN, S, = ?szps_lyzps_l > z—pzln(zﬁ—l) = In(2) — +o0
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