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Equivalence des normes en dimension finie et théo-
reme de Riesz

On montre l'équivalence des normes en dimension finie ainsi que le théoreme de Riesz sur la com-
pacité de la boule unité fermée toujours en dimension finie, qui sont deux résultats fondamentaux
sur les espaces vectoriels normés.

Lemme 1. Les compacts de (R", ||.||,) sont les fermés bornés.

Démonstration. Soit X une partie fermée bornée de R”. Soit (x,,) une suite de X. On note Vk € N,
Vie[1,n], x,i la i-iéme composante du vecteur x;. Comme X est bornée, alors (|| x,,||,) est une
suite réelle bornée. Montrons par récurrence que, pour tout k € [1, n], il existe des extractrices
¢, ..., p; telle que la suite réelle (x;lomo(pi(n)) converge pour tout i € [1, k].

— Pour k =1, c’est une réécriture du théoreme de Bolzano-Weierstrass.

— Pour k > 1, supposons avoir construit ¢, ..., ¢, telles que (x;
i€[1,k]. Comme

o...op(n)) CONIVEIgE pOUT tout
k
x5 = 1% lloo

k+1
@1o...opk(n)
il existe une extractrice ¢;.,, telle que (x

) est une suite réelle bornée. Toujours par le théoreme de Bolzano-Weierstrass,

k+1

Prom Py (n)) converge. D’'ou I'hérédité.

La propriété est en particulier vraie pour k = n. En posant ¢ = ¢, o ... o ¢,, on obtient une
extractrice telle que

Vie[1,n], (x;(n)) converge

et on en déduit que (x,,)) converge vers un réel x € R". Comme X est fermé, x € X. X est donc
séquentiellement compact, donc compact. [

Proposition 2. Soient (E, dg), (F, dr) deux espaces métriques et f : E — F continue. Si E
est compact, alors f(E) est compact dans F.

Démonstration. Soit (y,) une suite d’éléments de f(E). On pose Vn e N, x,, = f(y,). E est com-
pact, donc il existe une extractrice ¢ : N — N telle que x,(,,) — ;100 X OU X € E. Par continuité,

Yo (n) :f(x(p(n)) T T n—+o0 f(x) Ef(E)

f(E) est ainsi séquentiellement compact, donc est compact. [

Théoreme 3. Soit E un espace vectoriel sur le corps R de dimension finie 7 € N. Alors, toutes
les normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. Soient & = (e, ..., e,) une base de E. On définit la norme infinie .4 associée a
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labase 28 pour toutx = }.7' | x;e; € E par

N 1 X — max |x;|
i€[1,n]

Si A estune norme sur E,ona:

i=1

H(x) < (z mel-))woo(x)

=a
Donc A, est plus fine que A
Définissons I'isomorphisme suivant :

R e) —  (E,AN)
(X1,000x,) — X1 x:€

f

La fonction f vérifie
Vx eR", A (f(x)) = afxlo

c’est une application linéaire bornée, qui est donc continue. On considere 'ensemble

Sp=f(S)

ou S désigne la sphere unité de (R”, |.||,,) qui est compacte d’apres le Lemme |1, D’apres le
Proposition 2} Sy est compacte comme image d’'un compact par une application continue.
Montrons que Sg est la sphére unité de (E, A,,). Déja, si x € S, alors A/ (f(x)) = [|X|loc = 1,
d’ot1 'inclusion directe. Pour I'inclusion réciproque, si y € Sy, par bijectivité de f, on peut écrire
y = f71(x) avec x € R" et ainsi ||x || o, = Ao (f(x)) = L.

Lapplication A4 : E — R est continue car lipschitzienne (Vx,y € E, [/ (x) - A (y)| < NV (x —y)),
donc est bornée et atteint ses bornes sur la sphére S;. On note x, € E ce minimum :

Vx € Etelque A (x)=1, ona A (x)= N (x,)
S——
=p
Ainsi,

VxEE,W( )zﬁie.ﬂ(x)zﬁﬂoo(x)

X
Noo(X)
Donc & est plus fine que A, : les normes A et A, sont équivalentes. Comme la relation

d’équivalence sur les normes d’'un espace vectoriel est transitive, on en déduit que toutes les
normes sur E sont équivalentes. 0

Théoreme 4 (Riesz). Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur le corps R. Alors, E est de
dimension finie si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

Démonstration. Notons B la boule unité fermée de E et supposons E de dimension finie n € N.
Comme dans la démonstration du théoréme précédent, B est compacte comme image de la

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

3 Equivalence des normes en dimension finie et théoréme de Riesz

boule unité fermée de (R", |.| ) par 'application continue f. Réciproquement, supposons E de
dimension finie et, par 'absurde, également que B est compacte. On a,

Bc | JB(x,1)

xX€E

ol B(x,1) désigne la boule ouverte centrée en x de rayon 1. Par la propriété de Borel-Lebesgue, il
existe x,,...,x, € E tels que

_ n
B< |UB(x;,1)
i=1

On définit F = Vect(x,,...,x, ). Comme F est de dimension finie et E de dimension infinie, on
peut trouver y € E ~ F. Soit x,, € F le projeté de y sur F :

d(y,F)=|ly —xell >0

On pose

U= V=X
Iy =Xl

On a u de norme 1, donc u € B et il existe i € [1, n] tel que | u — x;| < 1. Or,

ly = %0 = Iy = Xollx;l

lu—x;ll =
’ ly = xoll
_ Ny =Cro =My + xoll %)
Iy = xoll
40, F)
Iy = ol
=1
car xy + ||y — x|l x; € F : absurde. [
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