1 Intégrale de Dirichlet

Intégrale de Dirichlet

Il sagit ici de calculer l'intégrale de Dirichlet en utilisant les théoréemes classiques d’intégration.

Lemme 1.
vy, teRY, |e 070 <1

Démonstration. Soienty,t € R*.Ona:

|00t = e et = e e

Or, e'! est un complexe de module 1 et yt =0, donc e¥* < 1. D’ol1 le résultat. OJ
. . . [G-K]
Théoréeme 2 (Intégrale de Dirichlet). On pose Vx = 0, b 107

F(x)= f+oo &t(t)e_“dt
0

alors :
(i) F est bien définie et est continue sur R*.
(ii) F estdérivable sur R} et Vx e RY, F'(x) = ——L

1+x2°
in(t
(111) F(O) = f0+oo Slnt( ) dt = g

Démonstration. PosonsVx € R etVt e R}, f(x,1) = Sin—t(t)e_’” ainsiqueVn = 1,F,(x) = fJ" f(x,¢) d-18
Ona:

— Vx =0, t— f(x,t)est mesurable.
— Presque partouten ¢ >0, x — f(x, t) est continue.
— Vx =0 et presque partouten ¢ >0, |f(x,t)| <1, et t — 1 est intégrable sur [0, n].

On peut donc appliquer le théoreme de continuité sous l'intégrale pour conclure que F,, est
continue sur R*.
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2 Intégrale de Dirichlet

Soientx=0etg=p=N=0.0na:

|, (x) - F,(x)] = fp T fx, ) dr

q it
= Im(f e‘”e—dt)
» t

—(x=i)t
qe
f dt
bt

1 q e~ (-0t
. f (x—1) dr
|x =il |Jp 4

—(x=i)t
q e
f (x—1) dr
p t

IA

<

q a1
f —(x—i)e DI _(dy
p t

Nous allons réaliser une intégration par parties. Pour cela, posons :
— U(t)=—-(x-i)e "I = y(t)=e D1
- y(t) = % > y,(t) = —%2

Ce qui nous donne :

—(x—i)t
q e
f (x—1) dr
) t

[u(t)v(t)]z—fqu(t)v’(t)dt

p
e_(x_i)q e_(x_i)p q e_(x_i)t
J

q - p P t?

dz

On applique maintenant le Lemmel|l|:

e =i pmlx=ilp g p=(x=i) 1 1 a1l
- +f 5 dts—+—+[ —dt
q P p I p q Jpt
1 1 1749
=— 4+ —— |-
qa p Ltlp
2
S_
N

D’ou: )
F (x)-F (x)| <—
[Fy(x) = Fy ()] =

Donc la suite de fonctions continues (F,,) vérifie le critere de Cauchy uniforme, et converge ainsi
vers F uniformément. En particulier, F est continue sur R™*.

Soit a > 0. f est dérivable par rapport a x et pour tout x €]a, +oo| et t € R* :

9
‘—f(x,t)‘ = | —sin(£)e~| < e~
0x
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3 Intégrale de Dirichlet

On applique le théoréme de dérivation sous I'intégrale, qui donne :
+o0o
Vx €la,+oo[,F'(x) = f —sin(t)e ' dr
0

En particulier, c’'est vrai sur R} car la dérivabilité est une propriété locale. Or VA > 0,on a:

fA o+ gy = ﬂ

0 i+x
A ) 1 —i+x
— lim e—(z+x)t dr = : —
A—+o0 Jo i+x 1+x2
A . —i+x 1
- Im( lim e_(”x)tdt) = Im( ) =—
A—+00 Jo 1+ x? 1+ x?

Or,

A . A . +00
Im( lim e‘(”x)tdt) = lim | Im(e ™) dt = f —sin(t)e " dr = F'(x)
0

A—+o0 Jo A—+o0 Jo

En recollant les deux morceaux :

F'(x)=- *
()= -1 (+)
Soient x,y € R} . En intégrant (*) entre x et y, on obtient :
F(x)—F(y) = arctan(x) — arctan(y)
Mais,
+oo sin( ¢
1= | [ oy
0 t
< f+°° SINCE) -y 4
0 t
+o0o
< e Vide
0
1
y
y—+oo 0
Il suffit donc de faire tendre y vers +oo pour obtenir :
T
Vx>0,F(x)= 5" arctan(x)
Ce qui, en faisant tendre x vers 0, donne :
+oo sin( ¢ b4
F(0) = f D2
0 t 2
]
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