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Théoréme d’Abel angulaire

On montre le théoreme d’Abel “angulaire’, qui permet d’intervertir certaines sommes et limites, et
on lapplique justement au calcul de deux sommes.

[GOU20]
Théoréme 1 (Abel angulaire). Soit }_ a,z" une série entiére de rayon de convergence supé- [p- 253

rieur ou égal a1l tel que }_ a,, converge. On note f la somme de cette série sur le disque unité D
deC.Onfixe 6, € [0, 2] etonpose Ay, = {z €D |3p >0 et 30 € [0, 6,] tels que z = 1-pe’’}.
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Démonstration. Onnote VneN,S=Y % a,, S, =X}_,a; etR, =S—S,.On chercher a majorer
|f(z) — S|; on va effectuer une transformation d’Abel en écrivant Vn = 1, a,, = R,_; — R,,. Soit
zeD~{0}.VN eN*,ona

N N
2 apz" =) (R, —R,)(2"-1)

n=0 n=1
N-1 N
=Y R,(z""'-1)- Y R,(z"-1)
n=0 n=1
N-1
= ¥ R,(z"' = 2") ~ Ry(z" ~1)
n=0

N-1
=(z—-1) Y R,z"—Ry(z" -1)
n=0

Donc en faisant N — +oo:

f2)-S=(z-1) i‘;an" (%)
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2 Théoreme d’Abel angulaire

Soite > 0.3N eNtelque Vn =N, |R,| <e.D’apres (), Vze D,

N +00
|f(z)-S|<|z-1]|). R,2" +€|Z—1|( Y |Z|")
n=0 n=N+1
N ~1
Slz—ll(ZIRn|)+€|Z | (+%)
n=0 1_|Z|

Soitz € Ay, desortequez =1 —pe'®avec p > 0et|6)] < 6,. Notons avant toute chose que |z—1| = p.
Cherchons maintenant des conditions sur z pour majorer les deux termes :

— Ona:

|z|* = (1 - pcos(6))* + (psin(6))?
=1-2pcos(0) + p*(cos(0)? +sin(6)?)
=1-2pcos(0) + p?

En supposant p < cos(6,), cela permet de majorer le deuxiéme terme de () :

lz—1]  |z—-1|
1-|z|  1-]zf?

0
=— (1
2pcos(0)—p2( *lz
2
<V
2cos(0)—p
2
=<
2cos(6,) — cos(6,)
B 2
~ cos(6,)

(1+]z])

— Soit a > 0 suffisamment petit pour que a Y _,|R,| <€.Siz € Ay, tel que |z — 1] < a, alors
on peut majorer le premier terme de () :

|z—1|(§ |R,,|) sa(gw) <e

n=0

Dong, en faisant z — 1 tel que z € Ay (on aura bien p = |z — 1| < inf{a, cos(6,)}), et en injectant
les deux majorations trouvées dans () :

If(z)—S|<e+e

2
cos(6,) - € (1 * cos(GO))

d’ot1 le résultat. O]

Application 2.
o (-1)" 7w
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Démonstration. En appliquant le Théoréeme/1]:

I G I o Vi
Y —limy -y
n=0 (2n+1) x_'1n=0 (2n+1)
x<1
= lim arctan(x)
x—1
x<1
= arctan(1)
o
4
[
Application 3.
+00 (—1)"_1
Y ————=1In(2)
n=0 n
Démonstration. Toujours en appliquant le Théoreme/1]:
+00 (] n-1 +00 (] n-1
Z—( ) :limZ—( ) x"
n=0 )JCCZII n=0 n
=limIn(1 + x)
x—1
x<1
=1In(2)
[
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