1 Théoreme de Fejér

Théoreme de Fejér

Dans ce développement, on montre le théoreme de Fejér, qui assure la convergence de la série de
Fourier d’'une fonction vers sa série de Fourier au sens de Cesaro.

Notation 1. Pour tout p € [1,+o0], on note le,” I'espace des fonctions f : R — C, 27-
périodiques et mesurables, telles que | |, < +oo.

Notation 2. On note VN € N* :
— e, x— e,
— Dy:x— YN e, lenoyaude Dirichlet.

Do+ +Dy_ .
— Ky = =5, le noyau de Fejér.

Notation 3. On note également, pour toute fonction f € L?".
— () =5 J7 f(r)e ™ dt, le n-ieme coefficient de Fourier de f.
— Sn(f):x— XN yc,(f)e,, lasomme partielle d'ordre N de la série de Fourier de f.

— on(f)ix — ﬁ YN ,S,(f)(x), la moyenne de Cesaro des sommes partielles de la
série de Fourier de f.

[AMRO8]
Lemme 4. Soit N € N. p- 184

(i) Dy estune fonction paire, 2-périodique, et de norme 1.
(ii)
sin((N +1)x
VxeR~2nZ, Dy(x) = M

sin(3)
(iii) Pour tout f € L?", Sy(f) = f * Dy.
Démonstration. Soit N € N.
(i) Soitx € R.
N N N
Dy(=x)= ). e,(=x)= } e_,(x)= } e,(x)=Dy(x)
n=-N n=-N n=-N

Donc Dy est bien paire. Elle est 2z-périodique car e, 'est pour tout n € Z. De plus,

T
1=cy(Dy) = Dy(x)dx = || Dylly

=TT
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2 Théoreme de Fejér

(ii) Soitx e R~27Z.Ona:

. 2N .
Dn(x) — e—le Z etnx
n=0
e(2N+1)ix _ 1

— e—iNx
el —1

p2N+1)i3 (e(2N+1)i’2—‘ _ e—(2N+1)i§)

— e—iNx
e'z (e'2 —e7i2)
~ 2isin((N + 3)x)
B 2isin(%)
~ sin((N +1)x)
T sin(3)
(iii) Soit f € L2",
N N
f*Dy(f)= ) fre,= ) cu(fe, =Sn(f)
n=-N n=-N

Lemme 5. Soient N € N* et f € L2".

(i) Ky estune fonction positive et de norme 1.
(ii)
Vx € R~271Z, Ky(x) L (s
xeR~2n7, xX)=—|—>2=
N N

(iii) Ky = f,;’z_N(1 - %) e,.

(iv) on(f) = f *Ky.

Démonstration. Soit N € N*. Nous allons user et abuser du Lemme 4]

(i) La positivité résulte directement du point suivant. De plus,

K —_1 ’ K dx =
= x)dx =1
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(ii) Soitx e R~27nZ.

- % a ¥ ]

[n|=sN-1 |n|sjsN-1

= ). (N-InDe,

|n|=N-1

N
= ). (N—Inle,

n=-—N

(iii)

(iv)
n=0

Noy(f) = Z:Osn(f)= Z_f*Dn=f*(;Dn)

Donc on a bien oy(f) = f * Ky.

[AMRO8]
Théoreme 6 (Fejér). Soit f : R — C une fonction 27-périodique.

(i) Si f est continue, alors ||y (f) e < IIf oo €t (on(f)) converge uniformément vers f.

(ii) Sife Lf,” pour p € [1, +oo[, alors [lon(f)]l, = [ fl,, et (ox(f)) converge vers f pour

I-11-
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4 Théoreme de Fejér

Démonstration. (i) On suppose [ continue.

— Surl'intervalle compact [0, 2], f est bornée et atteint ses bornes. En particulier, || | o
est bien définie. De plus, si x € R, par le Lemme ona:

on(f)(x) = (f * Ky)(x)

Donc,

lon(F)E) =1 flloo 1Kyl = 1 flloo
=1
d’'ot1 oy (f) est bornée avec
lon(F)lleo = 1 f lloo
— Soit § €]0, 7]. Posons

w(6) = sup {|f(u)-f(v)]}

lu—v|<é

le module de continuité de f. Pour tout x e R,ona:

=N =)= + K
=1 -5 [ fl- Ky dr

S UG RO MOLT )
d’ou
()~ o ()] = 5 f (f(x)— f(x — D)Ky(1) ds
; % fé i @ = Fl= K0 de
“’(6) fu Ky(£)dt +2f |l fsltngN(t)dt
< %?[_HKN(I)dt+ ]%
:w(6)+NZS”i%E§2
Donc, ona:

2] f oo
1£(x) = on () (K)o = 0(6) + ——5 Nsin(2)

On peut passer a la limite supérieure dans (**) pour obtenir :

*)

limsup [ f(x) = on(f)(*)llo = 0(5)

N —+00

Comme f est continue sur le compact [0, 27], elle y est uniformément continue par le
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théoreme de Heine :
Ve >0,36 > 0,Y(x,y) € [0,27)?, |x —y| <6 = |f(x) - f(y)| <€

On peut donc faire tendre 6 vers 0 pour obtenir limsupy,_ ., | f(x) —on(f)(x)[e <0

ie.
1§VH§UP If(x)—on(f)(*) e =0
Comme,
0 = liminf[|f(x) —on(£)(*) o = lgvnliUP If(x)—on(f)(x) e =0
On a bien,
Jim () = on ()l = 0
(i) — ParleLemmelf5 ona:

1 = p
VxR loy(N@P = |- [ flr- 0Ky de
On applique I'inégalité de Holder a 12(—71;’ :

vxe R oy <o [ 1= P Ky(0)dr
TJ-xn

Enfin, en intégrant par parties et en utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli :

lox I = 5 [ Kn(D) (G- DI dv)
- — [ KU EP dx) de

= Kyl I£15
=[£I

— Par (*): .
low () =11} = 7= | Kn()(If (= 0)17 dx) de

Enposantg:t— ||f—1,f ||z (ou1 T est 'opérateur de translation) :

lox (- F1p =5 [ Ka(g(-0dr

= (& * Ky)(0)
= on(g)(0)

Comme g est continue et 27-périodique, on a par le point précédent

on(8)(0) —_,8(0)=0
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Donc, on a bien,
Jim Joy(1) =1, =0

I Remarque 7. Dans ce développement, il est courant de ne prouver que le premier point.
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