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Invariants de similitude

Nous montrons l'existence et l'unicité des invariants de similitude d’un endomorphisme d’'un espace
de dimension finie en utilisant la dualité.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur un corps commutatif K. Soit f € Z(E). [Govz1]

398
Notation 1. Soit x € E. On note P, le polyndme unitaire engendrant l'idéal {P € K[X] |

P(f)(x) =0} (un tel polynéme existe car K[ X] est principal et cet idéal est non réduit a {0})
et E, = {P(f)(x) | P e K[X]}.

Lemme 2. (i) Sik =deg(ny), alors K[f] est un sous-espace vectoriel de £ (E) de dimen-
sion k, dont une base est (f') cfo x-17-

(ii) Soit x € E. Si I = deg(P,), alors E, est un sous-espace vectoriel de E de dimension /,
dont une base est (f*(x))eqo,1-17-

Démonstration. (i) Montrons que la famille (f i)ie[[o, k—1] est & la fois libre et génératrice. 51

— Soit P(f) € K[f]. On fait la division euclidienne de P par 7, dans K[X] pour écrire
P=m;Q+RavecQ,R eK[X] etdeg(R) < k = deg(n;). En évaluant en f, cela donne

P(f) = R(f) € Vect(idg, ..., f*71). Donc la famille est génératrice.
— Si Y40 A;f" =0, alors le polyndome P = Y57} 1, X" vérifie P(f) = 0. Donc 7 | P, et
comme deg(P) < deg(ny), ona P = 0. Donc A = --- = A;_; = 0. Donc la famille est

libre.

(ii) La deuxiéme assertion se montre sensiblement de la méme maniére.

Lemme 3. Il existe x € E tel que P, = 7.

Remarque 4. La démonstration est un peu trop longue pour étre incluse ici : c’est un résultat
qui demande du temps pour le démontrer (et pourrait constituer un vrai développement a
part entiere). Nous vous renvoyons vers [GOU21] p. 178 pour la démonstration.

Théoreme 5 (Frobenius). Il existe des sous-espaces vectoriels Fj, ..., F, de E tous stables
par f tels que:

(l) E = @;‘zl Fi'
(ii) Vie[1,r], larestriction f; = fir, est un endomorphisme cyclique de F;.
(iii) SiP; =7, estle polynome minimal de f;, ona P, | P; Vi€ [1,r —1].

La suite (P;) e[, ne dépend que de f et non du choix de la décomposition (elle est donc
unique). On 'appelle suite des invariants de f.
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Démonstration. ~ — Existence : Soit k = deg(7;). Parle Lemme il existe x € E tel que P, = 7.
Par le Lemme 2} le sous-espace F = E, est de dimension k et est stable par f et comme
deg(P,) = k, la famille de vecteurs

(x,....fF1(x))

=e
1 —er

forme une base de F. Complétons cette base en une base (e, ..., e,) de E. En désignant par
(ef,...,e,) labase duale associée et en notant I' = {e;, o ] i €N}, on pose

G=TI"
={xeE|VieN, (e,;‘ofi)(x):o}

Ainsi, G est I'ensemble des x € E tel que la k-ieme coordonnée de f(x) (dans la base
(ey,...,e,)) est nulle Vi € N; G est donc un sous-espace de E stable par f. Montrons que
FeG=E.

Montrons que F N G ={0}. Soity € F N G.Siy # 0, on peut écrire y = A, ¢; + -+ + A, e, avec
A, #0et p < k. En composant par e; o k=P, on obtient

Oyic e o f*P ()
= ef (M fFP(e) + -+ A, P(e,)
= ef (M P () ++ A, 5P (x)
= /1p

Ce qui est absurde.
Montrons que dim(F) + dim(G) = n. Cela revient a montrer que dim(G) = n — k. On
sait que G = I = (Vect(I"))® et dim(Vect(I')) + dim(Vect(I')°) = n. Montrons donc que
dim(Vect(I')) = k. Posons

K[f] — Vect(I')

g ~— e-°g

Par définition de T, ¢ est surjective. Soit g € Ker(¢). Onaalors e; og = 0, et comme g € K[f],

Q.

g=Ajid+...A,fP avecd, #0etp<k

Onadonc0 = g o g(fFrx) = A, # 0. Ainsi, g = 0 et ¢ est un isomorphisme. Donc

dim(Vect(I')) = dim(K[f]) = k par le Lemme 2} ce que I'on voulait.

Soit P; le polynome minimal de f|r (qui est le polyndme minimal de f car P; = T =_=, 7p).
Tp=Fy

Soit P, le polyndme minimal de f;. Comme G est stable par f, on a P, (fi¢) = 7¢(fi) =0,

donc P, | P;. 11 suffit alors de réitérer en remplagant f par fi; et E par G pour obtenir la

décomposition voulu.

— Unicité : Soient F,, ..., F, et G;, ... G, des sous-espaces vectoriels stables par f qui vérifient
le Point((i), le Point((ii) et le Point((iii)}, On note pour tout i, P; = 7y, etQ; =7y . Onsuppose
par l'absurde (Py,...,P,) # (Qy,...,Q;). Soit j = min{i | P; # Q;}. Comme E = @]_, F; (ou
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Vie[1,r], F; eststable par fetVk =j=1, P;(f)(F;)=0):
P(f)(F)e--eP(f)(Fi-) =PF(f)E) ()
De méme,
Pi(f)(Gy) @ e P(f)(G;-1) @ P(f)(G)) @ --- & P(f)(G) = P;(f)(E) ()
Notons quel'ona Vi € [1,j — 1], dim(P;(f)(F;)) = dim(P;(f)(G;)). En effet, on peut trouver
une base %; de F; et une base %; de G; telles que Mat(fir,, %;) = Mat(fi;,, %;) par cyclicité
de fip, et fig,- En prenant les dimensions dans (*) et (**), on en déduit :

0 = dim(P;(f)(G))) = -+ = dim(P;(f)(G,)) = Q; | P;

Par symétrie, on a de méme P; | Q;. D'ou P; = Q; : absurde.
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