1 Transformée de Fourier discrete

Transformée de Fourier discrete

On dispose en mathématiques de quatre opérations dites “élémentaires” : laddition, la soustraction,
la division et donc la multiplication. On sait tous multiplier deux entiers en base 10 : il suffit de
faire la multiplication de chaque chiffre du multiplicateur par chaque chiffre du multiplicande,
puis dadditionner le tout. Pour deux nombres de taille n, cela donne un algorithme de complexité
O(n?). Mais dés que l'on veut multiplier de trés grands chiffres (en informatique par exemple), cet
algorithme montre trés vite ses limites. Nous allons étudier ici le cas des polynémes en donnant un
algorithme de multiplication utilisant la transformée de Fourier rapide.

I - Transformée de Fourier discrete sur C

1. Définitions

k

Lidée va étre d’identifier les polynomes de degré inférieur a n—1 de la forme ZZ;(I) a;x" auvecteur

de C" (ay,...,a,_,). On fixe, pour toute la suite, w une racine primitive n-ieme de 'unité.

Définition 1. On appelle transformée de Fourier discreéte 'application

c" - c"

DFT, : ~ B ) i
C oo fu) = (R fo Dio fio - TS oY)

Remarque 2. Si F est le polyndme associé au vecteur f = (f;,...,f,_;),ona
DFT,,(f) = (F(1),..., F(w"™"))
fait que nous utiliserons plusieurs fois dans la suite.

Dans un premier temps, on peut écrire I'algorithme de calcul suivant.

Algorithme 3.

1 # Exponentiation rapide. Calcul x"n.
def power(x, n):
if n ==
return 1
5 if n ==
return x
7 if n % 2 ==
return power (x*x, n//2)
return x * power (x*x, (n-1)//2)

1 # Algorithme naif pour calculer la transformée de Fourier rapide de f.
def naive_dft(f, omega):
13 n = len(f)
return [sum(f[k] * power(omega, i*k) for k in range(n)) for i in range
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2 Transformée de Fourier discrete

(n)]

Définition 4. Le produit de convolution de deux vecteurs f = (f;,...,f,—1) et § =
(&»---»8n_1) de C" estle vecteur de C" noté f =, g défini par

f*ng=( 2 ﬁgj)

i+j=k modn ke[o,n—1]

I Exemple 5. DFT_,(1,3) = (4,—-2) et (1,3) %, (1,3) = (1+9,3+3) = (10,6).

2. Propriétés

Proposition 6. Soient f = (fy,...,f,-1), & = (& --.,&,-1) deux vecteurs de C". On pose
h=fx,g=_(hy,..., h,_;)ainsi que F, G et H les polyndmes associés respectivementa f, g
et h. Modulo X" —1,0ona:

H=FG

Démonstration. Ecrivons :

=0 \i+j=k modn

Comme H est au plus de degré n — 1, on a H = H (par abus de notation). Maintenant avec
F = ZZ;(l)kak etG = ZZ;(I) g X ona:

FG= f ( > figk—i)Xk

k=0 \i+j=k
n—-1 " 2n-2 "
= ( > figk—i)X +2 | X figk—i)X
k=0 \i+j=k k=n \i+j=k
n-1 r n-2 r
= ( > figk—i)X +Xn( ( > figk—i)X )
k=0 \i+j=k k=0 \i+j=n+k
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3 Transformée de Fourier discrete

En passant modulo X" -1,

FG=FG
- k __ 2n-2{ k —
- kg A DoV i of oV e
T (ngk—i)ﬁ+2( > figk—i)X_
k i=0 k=0 \i+j=n+k

3
’_‘II

,zof E 87

i+j=k modn

I
as]

Théoréeme 7. DFT,, est un isomorphisme d’algebres entre (C", +, x,,) et (C", +,-) dont la
matrice dans la base canonique est la matrice de Vandermonde :

1 1 1 1
1 o w? ... ™!
v.=11 w? w? A=)
g
i w’;‘l wz(;"” w(”"l)z

(ol1 - est le produit sur C" effectué composante par composante.)

Démonstration. Soient f = (fy,...,f,-1) etg = (& ..., &,—1) deux vecteurs de C".
— VA€C,

n-1 n—1
DFT,(Af +g) = (Z Afi+ 8o D (Afi +8k)w(n_1)k)
k=0 k=0
n-1 n-1 n-1 n-1
= A(Z Jiror 2 fkw(n_l)k) + (Z gr-or D gkw(n_l)k)
k=0 k=0 k=0 k=0
= ADFTw(f) +DFTw(g)

DFT,, est bien une application linéaire.

— Soit h = f %, g. Onnote F, G et H les polyndmes respectivement associés a f, g et h.

Soit i € [0, n — 1]). Par la Proposition[f, on a H = FG + Q(X" — 1). Ainsi,
H(") = (FG)(@") + Q") ((0")" - 1) = (FG)(o")
Or, le (i + 1)-ieme coefficient de DFT,(f)-DFT,(g) est
F(0")G(0'") = (FG)(0") =H(w')
Donc DFT,(f)-DFT,(g) = DFT,(h), et ainsi, DFT,, est bien un morphisme d’algebres.
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4 Transformée de Fourier discrete

— Clairement,
DFT, (for - fuo1) = Vi ' (for ++-r fum1)

donc la matrice dans la base canonique de DFT,, est V,,. Or, les w* sont distincts deux-
a-deux, donc V,, est inversible (car de déterminant non nul, en vertu de la formule de
Vandermonde).

]

Proposition 8. Linverse de DFT, est donné par % DFT,-1.

Démonstration. Déja, remarquons que si w est une racine primitive 7-iéme de I'unité, alors w ™!

aussi:
— (w_l)” = (a)”)‘1 =1.

— Etsionam < ntel que (0™1)™ = (w™)™! =1, alors 0™ = 1, ce qui est absurde.

I suffit donc de montrer que V,,V,,-1 = nl,. Soient i,j € [1, n]. En notant ¢; ; le coefficient a la
i-ieme ligne et a la j-ieme colonne de V,V,-1,0na:

n . . n-1 o n sii=i
Ciy= Y @UDED =D = Y ) (i=Dk { J

1—i=n w"_:l .
k=1 k=0 o7 = 0 sinon

Ce qu’on voulait. [

3. Application a la multiplication de polynomes

Notre but ici va étre de trouver un moyen de calculer la transformée de Fourier discrete d'un poly-
nome de maniere efficace, puis d’en déduire un algorithme de multiplication de deux polyndmes.

Proposition 9. Soit n = 2X, soit w une racine n-ieme de 'unité et soit F € C[x] de degré
inférieur ou égal a n. On suppose qu'il existe F, et F, tels que F = F; X 74 F, et on pose

Vk € [0, 5], F(0™) = Ry(0™) et F(0?*1) = Ry (@)

Démonstration. Ecrivons F = F;X 74 F,.0On adonc
F-F,—F, =F(x?-1) < F=F,/(x? -1)+R,
Soit k € [0, 2], on évalue en w?

F(0%) = Fy (0*)(@0"* = 1) + Ry (w?*) = Ry(w*")

et la deuxieme égalité s'obtient par un calcul similaire (en utilisant le fait que w? =-1). [
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Proposition 10. Si w est une racine primitive n-ieme de I'unité, alors w? est une racine
primitive 7-iéme de I'unité.

Démonstration. Clairement, w? est une racine Z-iéme de 'unité. Maintenant, si d | 2, alors
2 2

n
(0?)¢=1 = 0*=1 < 2d=n = d:E

]

On déduit de la Proposition[9|et de la Proposition[10|un algorithme récursif de calcul de DFT,, qui
aune complexité de O(nln(n)).

Algorithme 11.

'

20

# Renvoie les indices impairs d'une liste.
def odd_indices(1):
return [1[2*k+1] for k in range(len(l)//2)]

# Fusionne deux listes de longueur égale en alternant les termes.
def alternate_merge(ll, 12):
return [val for pair in zip(1l1, 12) for val in pair]

# Calcule et renvoie les puissances successives de la racine primitive n-

iéme omega.

def primitive_root_powers(omega, n):

return [power (omega, k) for k in range(n)]

# Cette fonction renvoie la transformée de Fourier discréte de F en omega.

La liste 1 demandée est la liste des puissances de omega.
def fft(F, m, 1):

n=m+1
if n == 1:
return [0] if F == 0 else [F.list () [0]]
(F1, FO) = F.quo_rem(X~(n/2))
RO = FO+F1
R1 = FO-F1
12 = odd_indices (1)

return alternate_merge(fft(RO, n/2-1, 12), fft(R1.substitute(X=1[1]*X),
n/2-1, 12))

Théoréme 12. Soient F et G deux polynomes de degré strictement inférieur a 5 dont on
note f et g les vecteurs de C" associés. Alors

FG=H

ol H est le polynome associé au vecteur % DFT,,-1 (DFT,(f)-DFT,(g)).
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§] Transformée de Fourier discrete

Démonstration. Comme deg(FG)<n,onaFG=H=}", hX*ouh=(hy....,h, ) =f*,8
par la Proposition|[6] Par le Théoréme[7, on a

DFT, (h) = DFT,,(f *, &) = DFT, (f)-DFT,(g)

Et DFT,' = L1 DFT,-1 parla Proposition On obtient le résultat voulu. O

~n
En utilisant I'algorithme écrit précédemment, on peut donc écrire un nouvel algorithme permet-
tant de calculer le produit de deux polynomes de degré strictement inférieur a % en O(nlIn(n)).

Algorithme 13.

# Multiplie deux polyndmes de degré n.
2 def fast_polynomial_multiply(F, G, n, omega):
11 = primitive_root_powers (omega, n)
12 = primitive_root_powers (power (omega, n-1), n)
prod = [fft(F, n-1, 11)[i] * ££ft(G, n-1, 11)[i] for i in range(n)]
6 h = fft(sum(prod[k] * X"k for k in range(len(prod))), n-1, 12)
return sum(1/n * h[k] * X"k for k in range(len(h)))

Remarque 14. On pourrait imaginer un algorithme calculant le produit de deux polynomes
de degrés quelconques n et m sur le méme modele en considérant F et G comme des
polynomes de degré 2% ot1 k est tel que 2~V < max(n, m) < 2*. 1l suffit ensuite de choisir
 racine primitive 2*-iéme de I'unité.
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