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103 Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-
groupes distingués et de groupes quotients. Ap-
plications.

Soit G un groupe.

I - Conjugaison dans un groupe

1. Action de conjugaison

[ROM21]
Lemme 1. On a une action de G sur lui-méme : p. 19
Vg, heG,g-h=ghg™!
Définition 2. Laction précédente est appelée action de conjugaison. Le morphisme struc-
turel de G dans S(G) est noté Int :
Vg, heG,Int(g)(h)=ghg™!
Limage de G par ce morphisme Int(G) est le groupe des automorphismes intérieurs de G.
[OLM21]
Exemple 3. Le groupe additif d'un espace vectoriel est un groupe abélien dont le seul b 20
automorphisme intérieur est I'identité.
. o . . . [Gouz1]
Proposition 4. Muni de la composition, I'ensemble des automorphismes intérieurs de G b 21
est un groupe.
2. Orbites et stabilisateurs
[PER]
Définition 5. On considere 'action de conjugaison de G.
— Ses orbites sont les classes de conjugaison de G.
— Le stabilisateur d'un élément est le centralisateur de celui-ci.
— Deux éléments sont dits conjugués s’ils appartiennent a la méme classe de conjugai-
son.
I Exemple 6. Les cycles de méme ordre sont conjugués dans S,,.
12
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Définition 7. On définit le centre de G noté Z(G) par
Z(G)=1{geG|VYheH,gh=hg}

Autrement dit, Z(G) est 'intersection des centralisateurs des éléments de G.

Exemple 8. Si G est abélien, alors Z(G) = G.

Proposition 9. Soit g € G. Alors, g € Z(G) si et seulement si sa classe de conjugaison est
réduite a un élément.

Z(G) est'union des classes de conjugaison de taille 1.

3. Application aux p-groupes

Définition 10. On dit que G est un p-groupe s’il est d'ordre une puissance d’'un nombre
premier p.

Proposition 11. Soit p un nombre premier. Si G est un p-groupe opérant sur un ensemble
X, alors,
IXC|=|X| modp

ol1 X© désigne I'ensemble des points fixes de X sous I'action de G.

Corollaire 12. Onnote G- hy, ...,G - h, les classes de conjugaison de G. Alors,

r

IGl=1Z[G)+ ) |G -hl

L gl

-1Z(G S

2@+ L TSabet
|G-h;|=2

Corollaire 13. Soit p un nombre premier. Le centre d'un p-groupe non trivial est non trivial.

Corollaire 14. Soit p un nombre premier. Un groupe d’'ordre p? est toujours abélien.

Application 15 (Théoreme de Cauchy). On suppose G non trivial et fini. Soit p un premier
divisant 'ordre de G. Alors il existe un élément d’'ordre p dans G.
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II - Sous-groupes distingués et groupes quotients

1. Classes a gauche et a droite

[ULM21]
Proposition 16. Soit H < G. On définit la relation ~; sur G par g, ~, & < &, '& € H. 24
Alors:
(i) ~p estune relation d’équivalence.
(ii) Laclasse d’équivalence d'unélément g € Gpour ~y estg = gH ={gh | h € H} appelée
classe a gauche de g modulo H.
Remarque 17. On définit de la méme maniere la classe a droite d'un élément g € G modulo
H quelonnote Hg.
Exemple 18. Soit n > 2. On considere &,, = (r, s) le groupe diédral d’ordre 2n. Alors,
r(s)={r,rs} #{r,sr}=(s)r
Proposition 19. Soit H < G. Alors,
Vg €G,|hG|=|Gh|=|H|
2. Sous-groupes distingués
[ROM21]
Définition 20. Soit H < G. On dit que H est distingué dans G si, b3
VgeG,gH=Hg
On note cela H < G.
Exemple 21. — {e;}<G,G<GetZ(G)<G.
— Lintersection de deux sous-groupes distingués dans G est distinguée dans G.
— Si G est abélien, tout sous-groupe de G est distingué dans G.
[GOoU21]
I Remarque 22. Le symbole < n'est pas transitif. b 20|
Proposition 23.
H<G < VYgeG,gHg 'cH
[OLM21]
18
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Proposition 24. Soient G, et G, deux groupes, et soient H, et H, deux sous-groupes respec-
tivement de G, et de G,. Soit ¢ : G; — G, un morphisme. Alors :

(i) SiH, <Gy, alors ¢(H;) < ¢(G;).
(ii) SiH, <G,,alors ¢ '(H,) <G;.
En particulier, Ker(¢) < G,.

Proposition 25. Soient K < H < G une suite de sous-groupes. Alors, b 13

K<«G = K«<H

Proposition 26. Soit H <G.Si(G:H) =2, alors H <« G.

3. Groupes quotients

[OLM21]
Définition 27. Soit H <G. b 25

— On appelle ensemble quotient de G par la relation d’équivalence ~; de la Proposi-
tion|16, et on note G/H, I'ensemble des classes a gauche de G modulo H.

— On appelle indice de G dans H, et on note (G : H), le cardinal de G/H.

Proposition 28. Soit H < G. Lensemble des classes a droite de G modulo H est aussi de
cardinal égal a (G : H).

Théoreme 29. Un sous-groupe H de G est distingué si et seulement si * définit une loi de -1
groupe sur G/H par :
V8,8 €6, g H *H = (818)H

telle que la surjection canonique

_ .G — G/H
"' g — gH

soit un morphisme de groupes. Dans ce cas, 7 est un morphisme surjectif de noyau H.

Définition 30. Soit H < G. On appelle groupe quotient le groupe (G/H, *) définit dans le
théoreme précédent.

Exemple 31. Soit m € N*. mZ est un sous-groupe du groupe abélien Z. On peut définir le
groupe quotient Z/mZ : c’est un groupe cyclique d’ordre m.
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4. Théoremes d’isomorphisme

Théoréme 32 (Premier théoreme d’isomorphisme). Soient G, et G, deux groupes et soit
¢ : G; — G, un morphisme. Alors ¢ induit un isomorphisme

—. Gi/Ker(p) — o¢(Gy)
- gKer(p) ~— ¢(g)

Exemple 33. — Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z/nZ.

— G/Z(G) = Int(G).

Théoreme 34 (Deuxieme théoreme d’isomorphisme). Soient H < G et K < G. On pose
N =H n K. Alors,
N <HetH/N =HK K

Exemple 35. On note V le sous-groupe de S, d'ordre 4 isomorphe au groupe de Klein. Alors,

V/S, =S,

Théoreéme 36 (Troisieme théoréme d’isomorphisme). Soient H, K < G tels que H < K. Alors,

K/H <G/Het(G/H)/(K/H)=G/K

Exemple 37.
(2/102)/(2Z/10Z) = 7/2Z

IIT - Applications

1. Application au groupe symétrique

Lemme 38. Les 3-cycles sont conjugués dans A, pour n = 5.

Lemme 39. Le produit de deux transpositions est un produit de 3-cycles.

Proposition 40. A, est engendré par les 3-cycles pour n = 3.

Théoréme 41. A, est simple pour n = 5.
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I Corollaire 42. Pour n = 5, les sous-groupes distingués de S,, sont S,,, A,, et {id}.

I Application 43. A; est le seul groupe simple d’ordre 60 a isomorphisme pres.

2. Application au groupe linéaire d’un espace vectoriel

Dans cette partie, E désignera un espace vectoriel sur un corps K de dimension finie n.

. Centre

Définition 44. Soit H un hyperplan de E et soit u € SL(E) ~ {idg}. Posons D = Im(u —idg).
On dit que u est une transvection d’hyperplan H et de droite D si u; = idy (et dans ce cas,
D c H).

Proposition 45. u € GL(E) est une transvection de droite D si et seulement si u, = idj, et
le morphisme induit u : E/D — E /D est'identité.

Proposition 46. Soit 7 une transvection de droite D et d’hyperplan H et soit u € GL(E).
Alors utu~! est une transvection de droite u(D) et d’hyperplan u(H).

Corollaire 47. (i) Z(GL(E)) ={Aidg | A e K*}.
(ii) Z(SL(E)) = Z(GL(E)) n SL(E) = u,,(K).

. Conjugaison

Définition 48. Soit H un hyperplan de E et soit u € GL(E) ~SL(E). Posons D = Im(u —idg).
On dit que u est une dilatation de droite D et d’hyperplan H si u; = id.

Le rapport de cette dilatation est le scalaire det(u).

Proposition 49. Deux dilatations sont conjuguées dans GL(E) si et seulement si elles ont le
méme rapport.

Proposition 50. Deux transvections sont toujours conjuguées dans GL(E). Si n = 3, elles le
sont aussi dans SL(E).
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. Groupe projectif

Définition 51. Le quotient de GL(E) par son centre est appelé groupe projectif linéaire et
est noté PGL(E). De méme, le quotient de SL(E) par son centre est noté PSL(E).

Remarque 52. Soit h, : x — Ax,on adeth; = A", de sorte qu'on a une suite exacte :

{idg} — PSL(E) — PGL(E) % K* /K*" — {idp}

ouonaposé K* ={1 e K* | Ju e K*, A = u"*}. En particulier, si K est algébriquement clos,
PSL(E) = PGL(E).

Théoreme 53. Le groupe PSL(E) est simple saufsi n =2 et K =F, ou F3.

3. Représentations linéaires de groupes finis

Dans cette partie, on suppose que G est d’ordre fini.

Définition 54. — Une représentation linéaire p est un morphisme de G dans GL(V)
ol V désigne un espace-vectoriel de dimension finie n sur C.

— On dit que n est le degré de p.

— On dit que p est irréductible si V' # {0} et si aucun sous-espace vectoriel de V n'est
stable par p(g) pour tout g € G, hormis {0} et V.

Exemple 55. Soit ¢ : G — §,, le morphisme structurel d'une action de G sur un ensemble de
cardinal n. On obtient une représentation de G sur C" = {ey, ..., e,,} en posant

p(g)(e) = epe)i)

c'est la représentation par permutations de G associé a I'action. Elle est de degré n.

Définition 56. La représentation par permutations de G associée a 'action par translation
a gauche de G sur lui-méme est la représentation réguliere de G, on la note p.

Définition 57. On peut associer a toute représentation linéaire p, son caractere y = trace op.
On dit que y est irréductible si p est irréductible.

Proposition 58. (i) Les caracteres sont des fonctions constantes sur les classes de conju-
gaison.
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(ii) Iy aautant de caracteres irréductibles que de classes de conjugaisons.

Définition 59. Soit p : G — GL(V') une représentation linéaire de G. On suppose V = W e W,
avec W et W, stables par p(g) pour tout g € G. On dit alors que p est somme directe de py,
etde py, .

Théoréeme 60 (Maschke). Toute représentation linéaire de G est somme directe de repré-
sentations irréductibles.

Théoreme 61. Les sous-groupes distingués de G sont exactement les
(Ker(p;) ouI € 2([1,r])

iel

Corollaire 62. G est simple si et seulementsi Vi # 1, Vg + eg, x:(g) # x;(eg)-
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Annexes

[OLM21]

G, p(Gy) G, 5T

TG, [Ker(gp) ,

G, /Ker(p) -~

FIGURE 1 - [llustration du premier théoreme d’isomorphisme par un diagramme.
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