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Soit A un anneau unitaire.

I - Structures algébriques

1. Idéaux
[OLM18]
Définition 1. Un sous ensemble I < A est un idéal de A si: P3|
(i) (I,+) estun sous groupe de (A, +).
(ii) Les produits ai et ia appartiennent a I pour tout a dans A et i € I (propriété d’absorp- BT
tion).
SiIestunidéal de A. Alors,
All={a=a+1|acA}
est un anneau, muni des lois @+ b = a + b et ab = ab, et est appelé anneau quotient de A
par L.
Remarque2. — Un anneau non nul possede toujours les deux idéaux 0 et lui-méme.
— Unidéal contenant 1 est égal a 'anneau entier (a cause de la propriété d’absorption).
Par conséquent, un idéal différent de 'anneau ambiant n’est jamais un sous-anneau
de celui-ci.
Exemple 3. Les idéauxde Z sontles nZ = {nk | k € Z} pour n € Z.
Proposition 4. Soient ¢ : A — B un morphisme d’anneaux et/ € A, J < B deux idéaux.
(i) Lensemble ¢~!(J) est un idéal de A. En particulier, Ker(¢) est un idéal de A.
(ii) Si ¢ est surjectif, alors ¢(I) est un idéal de B.
Définition 5. Soit S < A.
— {1 | Iidéal de A contenant S} est un idéal de A noté (S) est appelé idéal engendré
par S.
— Ona(S)={X",a;s;b;1a;b;€A,s;€S,neN} SiAest commutatif, (S) ={X7, a;s; |
a,€A,s; €8, neN}.
Définition 6. Soit / un idéal de A. 3T

— I estditmaximalsi ] < A etsi A et sontles seuls idéaux de A qui le contiennent.
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— On suppose A commutatif. I est dit premiersi/ ¢ A et
Va,beA,abel = acloubel
Proposition 7. On suppose A commutatif. Soit / un idéal de A.
(i) Iest maximal siet seulement si A/I est un corps.
(ii) I est premier si et seulement si A/I est un anneau integre.

I Corollaire 8. Dans un anneau commutatif, un idéal maximal est premier.

I Contre-exemple 9. {0} est un idéal premier de Z mais non maximal.

2. Anneaux principaux

Définition 10. — Un idéal est dit principal s’il est engendré par un seul élément. -39

— Un anneau est dit principal s'il est integre (donc commutatif) et si tous ses idéaux
sont principaux.

I Exemple 11. Comme dit dans 'Exemple[3} Z est un anneau principal.

Définition 12. On suppose A commutatif. Un élément a de A est dit irréductible si - 15
a¢A*,a+0eta=bc = beA*oubeA”

ou A* désigne le groupe des inversibles de A.

Théoreme 13. On suppose A principal. Soit a € A.

(i) (a) est premier si et seulement si a est irréductible.

(ii) Ensupposant a # 0, (a) est premier si et seulement si (a) est maximal.

3. Anneaux euclidiens

Définition 14. — A est dit euclidien s’il est integre et s'il existe une fonctionv: A* — N
telle que

Va,be A*,3q,r € Atelsque a = bqg + ravec (r =0ouv(r) <v(h))
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— L'élément g est le quotient et I'élément r est le reste de la division.

— La fonction v est appelée stathme euclidien pour A.
I Exemple 15. Z est un anneau euclidien pour le stathme v : n — |n|.

Proposition 16. Un anneau euclidien est principal.

[PER]
| Contre-exemple 17. Z Hiz—‘/ﬁ est principal mais n’est pas euclidien.
[OLM18]
Théoréme 18. SikK est un corps commutatif, alors [K[X ] est un anneau euclidien de stathme P47
le degré. De plus, le quotient et le reste sont uniques.
Corollaire 19. On suppose A commutatif. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A estun corps commutatif.
(ii) A[X] est un anneau euclidien.
(iii) A[X] estun anneau principal.
Corollaire 20. Soient K un corps commutatif et f € K[X]. Alors K[X]/(f) est un corps si et
seulement si P est irréductible dans K[ X].
Il - Arithmétique dans les anneaux
On suppose A commutatif dans toute cette section.
1. Divisibilité dans un anneau principal
Définition 21. Soient a, b € A. b3

— On dit que a divise b (ou que b est un multiple de a), noté a | b s'il existe ¢ € A tel que
b=ac.

— On dit que a et b sont associés, noté a ~ bsia|betsib|a.
Remarque 22. Soient a, b € A.

— a|b < (b)<(a).

— a~b < (b)=(a).Ainsi, ~ est une relation d’équivalence sur A.
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Proposition 23. Soient a, b € A. Alors,

a~b < JueA”telque b =ua

Définition 24. Soient a,,...,a, € A*.
— d € A estun plus grand commun diviseur “PGCD” de 4, ..., a,, si d satisfait les deux
propriétés suivantes :
(i) dla;Vie]1,n].
(ii) Sidd € Atelque d' | a;, Vi€ [1,n], alors d | d.
— m € A estun plus petit commun multiple “PPCM” de a,, ..., a,, si m satisfait les deux
propriétés suivantes :
(i) a; | m,Vie[l,n].

(ii) Sidm' e Atelque a; | m', Vi€ [1,n], alors m|m'.

Remarque 25. Un PGCD (resp. un PPCM), lorsqu'’il existe, n'est pas toujours unique. Dans un
anneau integre, deux PGCD (resp. PPCM) sont toujours associés puisqu’ils se divisent I'un
I'autre. Dans un anneau integre, on peut donc noter d ~ pgcd(a, b) (resp. m ~ pged(a, b))
lorsque d est un pgcd (resp. m est un ppcm) de a et de b.

[GoU21]
Exemple 26. Soient [ un corps commutatif. On pose P, = X" —1 € K[X] pour n € N*. Alors, b 60
pour a, b € N*, le PGCD unitaire de P, et P, est égal a Pygcq(a,5)-

[ULM18]
Proposition 27. Soient a, b € A*. Un élément c € A est un PPCM de a et b si et seulement si

(a) n (b) = (c). En particulier, a et b admettent un PPCM si et seulement si (a) N (b) est un
idéal principal.

Proposition 28. Soient a, b € A*. Soit d € A. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) d|a,d| betilexiste u,ve Atelsque d =au + bv.
(ii) d ~ pgcd(a, b) etil existe u,v € Atelsque d = au + bv.
(iii) (d) = (a,b).

Théoreme 29 (Décomposition de Bézout). On suppose A principal. Soient a4, ...,a, € A™.
Alors :

(i) N existe dun pged de ay, ..., a,. d est tel que (d) = (a, ..., a,). En particulier, d est de
laforme d = bya, +--- + b,a, avec Vi € [1,n], b; € A.

(ii) I existe m un ppcm de a,,...,a,. mest tel que (m) = (a;)n---n(a,).
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Remarque 30. Une facon d’obtenir ces coefficients si A est euclidien est d’utiliser I'algorithme
d’Euclide généralisé.

Exemple 31. Dans [F,[X] :

XX +X2+1D)+(1+X)(X?+X+1) =1

Définition 33. Deux éléments a et b de A sont dits premiers entre eux s’ils admettent un
PGCD et pgcd(a, b) ~ 1.

I Application 32. X° + 1 est inversible dans F,[X]/(X® + X2 + 1) d'inverse X° + X + 1.
I Exemple 34. 2 et X sont premiers entre eux dans Z[X].

Lemme 35 (Gauss). On suppose A principal. Soient a, b, c € A avec a et b premiers entre
eux. Alors,
albc = alc

et
alcetb|c = ab|c

2. Anneaux factoriels

Définition 36. A est dit factoriel s’il est integre et si, pour tout élément a € A* non inversible,
les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) a=q19,-..q, avec Vi € [1,s], g; irréductible (existence d'une décomposition en pro-
duit d’irréductibles).

(ii) Sia=q19,---9, = 419> --- q,, avec Vi € [1,s], g; irréductible et Vi € [1, 5], g; irréduc-
tible, alors s = m et pour toute permutation 7 d’indice, g;q,;), Vi € [1, s] (“unicité”
de la décomposition).

Proposition 37. Si A vérifie le Point([(i)} alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A vérifie le Point|(ii)l
(ii) A vérifie le lemme d’Euclide : si p € A est irréductible, alors p |ab = p|aoup|b.
(iii) Pour tout p € A, p est irréductible si et seulement si (p) premier.

(iv) A vérifie lelemme de Gauss: si p € A est irréductible, alors a | bc = a | ¢ pour tout
a, b, c € A avec a et b premiers entre eux.
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I Application 45. Soit n € N*. Il existe des polyndémes irréductibles de degré n sur Z. p- 67

Proposition 38. On suppose A factoriel. Tout élément a # 0 peut s’écrire de maniere unique

a=u, [ p»r@
pes

ou . est un systeme de représentants d’éléments premiers de A (pour le relation ~), u,,
est inversible et v, (a) € N tous nuls sauf un nombre fini.

Exemple 39. Dans 'anneau principal (donc factoriel, voir Théoréme[41)) Z, un choix standard
pour .# est 'ensemble des nombres premiers positifs.

Proposition 40. On suppose A factoriel. Soient a, b € A*. Alors, en reprenant les notations
précédentes :

(i) alb < v,(a) <v,(b) pourtout p € &.
(i) [Tpes p™ (@) estun PGCD de a et de b.
(iii) Tl,es pmax(wp(@).vp (D)) est un PPCM de a et de b.

Théoréme 41. Tout anneau principal est factoriel.

Contre-exemple 42. Z|i \/E] est principal mais n’est pas factoriel.
[GOZ]
Lemme 43 (Gauss). On suppose A factoriel. Alors : p_10]

(i) Le produit de deux polyndmes primitifs est primitif (ie. dont le PGCD des coefficients
est associé a 1).

(ii) VP,Q € A[X]~{0}, y(PQ) =y(P)y(Q) (ot1 y(P) estle contenu du polyndme P).

Théoréme 44 (Critere d’Eisenstein). Soient K le corps des fractionsde Aet P =Y ! ja;X S
A[X] de degré n = 1. On suppose que A est factoriel et qu'il existe p € A irréductible tel que :

(i) pla;, Vie[0o,n—-1].
(i) p+ta,.
(iii) p* + a,.
Alors P est irréductible dans K[X].

[PER]

3. Théoréme chinois

[ULM18]
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Théoréme 46 (Théoréme chinois). Soient I, ... I, des idéaux de A tels que Vi # j, I; + I; = A.

Alors,
A — AL x--xAll,
"a ~ (a+1,...,a+1))

est un morphisme surjectif de noyau I = N}_, I;. En particulier, A/I estisomorphe a A/I; x
e x AlL,.

entre eux deux a deux, le systeme de congruences

u=p modm

u=p, modm,

admet une unique solution u + (m;m, ... m,) dans A/(m;m, ... m,,). Il existe donc dans A
une unique solution u unique a multiples de m, m, ... m,, pres.

Exemple 48. Le systeme
u=1 mod3
u=3 mod>5

u=0 mod?7

admet une unique solution dans Z/105Z : 28. Les solutions dans Z sont donc de la forme
28+ 105k avec k € Z.

Application 49 (Polynomes d’interpolation de Lagrange). Soit K un corps commutatif,
a,...,a, des éléments distincts de K et f,,..., 8, des éléments de K. Alors, il existe un
unique polynome g € K[X] de degré inférieur ou égal a n tel que g(«;) = B; pour tout

‘ Corollaire 47. On suppose A principal. Pour tout 3y, ..., 3, € Aet m,, ..., m, € A premiers
| i€[1,n].

IIT - Applications

1. Equations diophantiennes

Définition 50. Lanneau Z[i] ={a+ib | a,b € Z} est Panneau des entiers de Gauss. On
définit
Z[i] — N
Cx+iy — x*+y?

[1-P]
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I Notation 51. On note X I'ensemble des entiers qui sont somme de deux carrés.

Lemme 52. Soit p = 3 un nombre premier. Alors x € [, est un carré si et seulement si
p-1
xz =1.

Lemme 53. (i) N est multiplicative.
(ii) Z[i]* ={z€ Z[i] IN(z) = 1} = {1, +i}.
(iii) Z[i] est euclidien de stathme N.

Lemme 54. Soit p un nombre premier. Si p n'est pas irréductible dans Z[i], alors p € X.

IDEV] Théoréme 55 (Deux carrés de Fermat). Soit n € N*. Alors n € X si et seulement si v, (1) est

pair pour tout p premier tel que p =3 mod 4 (ot v,(n) désigne la valuation p-adique de
n).

2. En algebre linéaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7 sur un corps K. Soit f : E — E un endomorphisme
deE.

[GOU21]
Application 56. Il existe un unique polyndéme de K[ X ] unitaire qui engendre I'idéal {P €

K[X]IP(f) =0} : c’estle polyndme minimal de f, noté ;. Il s’agit du polynoéme unitaire
de plus bas degré annulant f. Il divise tous les autres polynomes annulateurs de f.

[DEY] Théoréme 57 (Lemme des noyaux). Soit P = P, ... P, € K[X] ol les polyn6mes P, ..., P,

sont premiers entre eux deux a deux. Alors,

k
Ker(P(f)) = @Ker(Pi(f))

I Application 58. f est diagonalisable si et seulement si 77 est scindé a racines simples.
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