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142 PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applica-
tions.

I - Notion de PGCM/PPCM dans un anneau

Soit A un anneau commutatif unitaire.

[OLM18]
Définition 1. Soient a, b € A. p-39

— On dit que a divise b (ou que b est un multiple de a), noté a | b s'il existe ¢ € A tel que
b=ac.

— On dit que a et b sont associés, noté a ~ bsia|betsib|a.

Remarque 2. Soient a, b € A.
— a|b < (b)<(a).

— a~b < (b)=(a). Ainsi, ~ est une relation d’équivalence sur A.

Proposition 3. Soient a, b € A. Alors,

a~b < JueA”telque b =ua

Définition 4. Soient a,,...,a, € A*.
— d € A estun plus grand commun diviseur “PGCD” de a,, ..., a,, si d satisfait les deux
propriétés suivantes :
(i) dla;Vie]1,n].
(ii) Sidd € Atelque d' | a;, Vi€ [1,n], alors d | d.
— m € A estun plus petit commun multiple “PPCM” de a,, ..., a,, si m satisfait les deux
propriétés suivantes :
(i) a; 1 m,Vie[1,n].
(ii) Sidm' € Atelque a; | m', Vi€ [1,n], alors m | m'.

Remarque 5. Un PGCD (resp. un PPCM), lorsqu'il existe, n'est pas toujours unique. Dans un
anneau integre, deux PGCD (resp. PPCM) sont toujours associés puisqu'’ils se divisent I'un
l'autre. Dans un anneau integre, on peut donc noter d ~ pgcd(a, b) (resp. m ~ pged(a, b))
lorsque d est un pgcd (resp. m est un ppcm) de a et de b.

[GOU21]
Exemple 6. Soient K un corps commutatif. On pose P, = X" — 1 € K[X] pour n € N*. Alors, 60

pour a, b € N*, le PGCD unitaire de P, et P, est égal a Pygeq(a,p)-

[ULM18]
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Proposition 7. Soient a,b € A*. Un élément ¢ € A est un PPCM de a et b si et seulement si
(a) n (b) = (c). En particulier, a et b admettent un PPCM si et seulement si (a) N (b) est un
idéal principal.

Proposition 8. Soient a, b € A*. Soit d € A. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) dla,d| betilexiste u,ve Atelsque d = au + bv.
(ii) d ~ pgcd(a, b) etil existe u,v € Atelsque d = au + bv.
(iii) (d) = (a,b).

Définition 9. Deux éléments a et b de A sont dits premiers entre eux s’ils admettent un
PGCD et pgcd(a, b) ~ 1.

I Exemple 10. 2 et X sont premiers entre eux dans Z[X].

II - Dans un anneau principal

Dans cette section, A désigne toujours un anneau commutatif unitaire. On le suppose de plus
principal.

1. Existence

Théoréme 11 (Décomposition de Bézout). Soient ay, ..., a, € A*. Alors :

(i) I existe dun pged de ay, ..., a,. d est tel que (d) = (a,...,a,). En particulier, d est de
laforme d = bya, +--- + b,a, avec Vi € [1,n], b; € A.

(ii) Il existe m un ppcm de a,, ..., a,. m est tel que (m) = (a;)Nn---n(a,).

Exemple 12. Dans [F,[X] : P52

XX3+X2+ D)+ (1 +XH)(X2+X+1) =1
I Application 13. X° + 1 est inversible dans F,[X]/(X® + X% +1) d’inverse X + X + 1.

Lemme 14 (Gauss). Soient a, b, c € A avec a et b premiers entre eux. Alors,

albc = alc
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et
alcetb|c = ab|c

2. Dans les anneaux euclidiens

a. Principalité des anneaux euclidiens

Proposition 15. Un anneau euclidien est principal.

On a donc existence de PGCD et de PPCM dans un tel anneau, mais la structure euclidienne
permet de plus de fournir des algorithmes de calculs.

Théoreme 16. Si K est un corps commutatif, alors K[ X ] est un anneau euclidien de stathme
le degré. De plus, le quotient et le reste sont uniques.

Corollaire 17. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A estun corps commutatif.
(ii) A[X] estun anneau euclidien.

(iii) A[X] est un anneau principal.

. Algorithmes de calcul

Lemme 18. On suppose A euclidien de stathme v. Soient a,b € A* et r un reste dans la
division euclidienne de a par b. A inversible prés, on a alors :

— Sir=0:pgcd(a,b) = b.
— Sinon : pged(a, b) = pged(b, r).

Théoréme 19 (Algorithme d’Euclide). On suppose A euclidien de stathme v. Soienta, b € A*
tels que v(a) = v(b). On définit une suite (1) décroissante (au sens du stathme) par :

— n.=b;

— r, estun reste dans la division euclidienne de a par b,onadoncr;, =0ou0<v(r;) <
V(1)

— pour k = 2,sirn._; =0, alors r; =0, sinon r;, est un reste dans la division euclidienne
der._,parrn._,etonar =00ul<v(r)<v(n_).

pgcd(a, b) est alors le dernier reste non nul dans cette suite de divisions euclidiennes, que
l'onnoter,_;.
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Remarque 20. On peut “remonter” 'algorithme d’Euclide pour obtenir les coefficients de
Bézout. On parle alors d’algorithme d’Euclide “étendu”.

Au lieu de faire les calculs en deux temps (descente, puis remontée), on peut tout faire en méme  [giyyg)
temps via l'algorithme suivant. b4

Proposition 21 (Algorithme d’Euclide généralisé). En reprenant les notations du Théo-
reme[19:

— FEtape 0:On écrit i, = a = uy x a + vy x b avec (1, ) = (1,0).
— FEtape1:0nécritr, = b =u, x a+ v, x bavec (u,,) = (0,1).

— FEtape2:Onécrit iy — g1, =1, = Uy x a+ v, x b avec (uy, 1) = (1,—q,).
— FEtape k: On écrit 1,y — 7% = Teyq = Upsy X A+ Vpyy % b.

— Etapen—1:0nécrit 1, — G, Ty_y = I, = U, X A+ U, x b.

— FEtapen:Onécritr,_;—q,r, =0=1U,,; X @+, X b.

Alafin, on obtient pged(a, b) = r, = u,a + v, b.

Exemple 22. Calculons le PGCD et les coefficients de Bézout de 1763 et 731 dans Z.

1763 = 1 x 1763 + O x 731

731 = 0 x 1763 + 1 x 731

Ilyva 2 fois | reste 301 = 1 x 1763 + (-2) x 731
2 fois | reste 129 = (-2) x 1763 + 5 x 731

2 fois | reste 43 = 5 x 1763 + (-12) x 731

3 fois | reste 0 = (-17) x 1763 + 41 x 731

On apged(1763,731) =43 =5x 1763 — 12 x 731.

[FFN]
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Proposition 23. En reprenant les notations précédentes, on a

1+ \/g)n—k
2

Vke[[O,n—l]],rkz(

Corollaire 24. En reprenant les notations précédentes, cet algorithme a une complexité en
O(In(a) x In(b)).

3. Dans un anneau factoriel

[PER]
Proposition 25. Si A vérifie le Théoreme[29} alors les assertions suivantes sont équivalentes : b9

(i) A vérifie lelemme d’Euclide : si p € A estirréductible, alors p |ab = p|aoup | b.
(ii) Pour tout p € A, p estirréductible si et seulement si (p) premier.

(iii) A vérifie le lemme de Gauss : si p € A est irréductible, alors a | bc = a | ¢ pour tout
a, b, c € A avec a et b premiers entre eux.

[OLM18]
Proposition 26. On suppose A factoriel. Tout élément a # 0 peut s’écrire de maniére unique

a=u, [[ p»r@
pes

ol ¥ est un systeme de représentants d’éléments premiers de A (pour le relation ~), u,
est inversible et v,(a) € N tous nuls sauf un nombre fini.

Exemple 27. Dans'anneau principal (donc factoriel, voir Théoréme[29) Z, un choix standard
pour .# est 'ensemble des nombres premiers positifs.

Proposition 28. On suppose A factoriel. Soient a, b € A*. Alors, en reprenant les notations
précédentes :

(i) alb < v,(a) <v,(b) pour tout p € &.
(ii) [Tpes p™in(vp(@)vp(P)) est un PGCD de a et de b.
(iii) Tlyes pr(@p(a)vp(B)) est un PPCM de a et de b.

I Théoreme 29. Tout anneau principal est factoriel.

I Contre-exemple 30. Z[i /5] est principal mais n'est pas factoriel.
[GOZ]
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Lemme 31 (Gauss). On suppose A factoriel. Alors :

(i) Le produit de deux polyndmes primitifs est primitif (ie. dont le PGCD des coefficients
est associé a 1).

(ii) VP,Q € A[X]~{0}, y(PQ) =y(P)y(Q) (ot y(P) est le contenu du polynome P).

DEV T . . . ;
DRV Théoreme 32 (Critere d’Eisenstein). Soient K le corps des fractionsde AetP =Y " ja;X'¢€

A[X] de degré n = 1. On suppose que A est factoriel et qu’il existe p € A irréductible tel que :
(i) pla;, Vie[0o,n—-1].
(i) pta,.
(iii) p? + a.
Alors P est irréductible dans K[X].

[PER]
I Application 33. Soit n € N*. Il existe des polyndmes irréductibles de degré n sur Z. p- 67

IIT - Applications

1. En algebre linéaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Soit f : E — E un endomorphisme
de E.

[GOU21]
Proposition 34. Il existe un unique polynéme de K[X] unitaire qui engendre 'idéal {P € 155

K[X]IP(f) =0} : c’estle polyndme minimal de f, noté ;. Il s’agit du polynéme unitaire
de plus bas degré annulant f. Il divise tous les autres polyndmes annulateurs de f.

[DEV] Théoréme 35 (Lemme des noyaux). Soit P = P, ... P, € K[X] ol les polynomes P, ..., P,

sont premiers entre eux deux a deux. Alors,

k
Ker(P(f)) = G_?Ker(Pi(f))

I Application 36. f est diagonalisable si et seulement si 77 est scindé a racines simples.
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2. Systemes de congruences

[ROM21]
Proposition 37. Soit a un entier non nul. Léquation [p_289]

ax=1 modn

admet des solutions si et seulement si pgced(a, n) = 1.

Corollaire 38. Soient a un entier non nul et b un entier relatif. Léquation
ax=b modn

a des solutions si et seulement si d = pged(a, n) | b. Dans ce cas, 'ensemble des solutions
est

b
{3x0+k§|kez}

ol x, est une solution de I'équation x =1 mod n.

Théoréme 39 (Chinois). Soient ny, ..., n, = 2 des entiers. On note n = [[;_, n; etm, =7, 7 p: 28

la surjection canonique de Z sur Z/kZ pour tout k € [1, r].

Les entiers n,,...,n, sont premiers entre eux si et seulement si les anneaux Z/nZ et
‘_1Z[n;Z sont isomorphes. Dans ce cas, I'isomorphisme est explicité par 'application

Z|nzZz — ‘1 Z|nZ
Tk — (”i(k))ie[[l,r]]

Exemple 40. 22
k=2 mod4

k=3 mod5
k=1 mod?9

admet pour ensemble de solutions {838 + 180¢q | g € Z}.

3. Entiers sommes de deux carrés

[1-P]
Notation 41. On note
Z[i] - N

“a+ib — a’*+Db?

et X I'ensemble des entiers qui sont somme de deux carrés.
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I Remarque 42. n€ ¥ < Iz € Z[i] telque N(z) = n.

Théoreéme 43 (Deux carrés de Fermat). Soit n € N*. Alors n € X si et seulement si u,(n) est
pair pour tout p premier tel que p =3 mod 4 (ot v,(n) désigne la valuation p-adique de
n).
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