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234 Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrable

On se place dans un espace mesuré (X, <7, i). Soit K = R ou C, que 'on munit de sa tribu borélienne
B(K).

I - Lintégrale de Lebesgue

1. Définition abstraite

[B-P]
Définition 1. Soit f une fonction étagée positive sur (X, «/). Lintégrale de f sur X par [p-_120]

rapport a la mesure u est définie par

| fau="3 aptf=anew®
X aef(X)

Proposition 2. Soit f une fonction étagée. Pour toute décomposition de la forme f =
Yier @;1,, (0l (4;);¢; désigne une partition </-mesurable finie de X), on a:

| Fdu=Yam(a)

iel

Exemple 3. Soit f : X — R* une fonction ne prenant qu'un nombre fini de valeurs.

— On se place dans le cas ou u = §,, la mesure de Dirac en un point a € X. Alors,
| ran=ra
b'e
— On se place dans le cas ou u = m, la mesure de comptage sur (X, 2?(X)). Alors,

[ram="¥. alir=al
X aef(x)

Définition 4. Soit f une fonction mesurable positive (finie ou non) sur (X, /). On pose

f fdu =sup {f @dpu | @ étagée positive telle que ¢ < f}
X X

on dit que f est u-intégrable si [, fdu < +oo.
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2 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

2. Propriétés

Théoréeme 5 (Convergence monotone). Soit (f,,) une suite croissante de fonctions mesu-
rables positives. Alors, la limite f de cette suite est mesurable positive, et,

| rau= tim | f,du

Corollaire 6. Soient f, g deux fonctions mesurables positives.
(i) f=g = [ fdu = [, gdu (lintégrale est croissante).

(i) fx(f+g)du = [y fdu+ [y gdu (Vintégrale est additive).
(iii) VA =0, [{Afdu =A [; fdu (Vintégrale est positivement homogene).

(iv) Sif =gpp. alors [y fdu = [y gdp.

Au vu de la linéarité de I'intégrale, on peut maintenant donner la définition suivante.

Définition 7. Soit f : X — K mesurable.
— [ estdite u-intégrable si | f| est u-intégrable.

— Dans ce cas, si K =R, en notant f* et f~ les parties positives et négatives de f, on

définit
[ rdu=[ rran= [ f~au

— SiK =C, en reprenant le point précédent, on définit

[ rdu= [ re(ryau+i [ m(r)du

Proposition 8. Soit f : X — K intégrable. Alors,

[ rau] = [ 1r1du

avec égalité,
— siK =R, si f est de signe constant pp.

— siK=C,sif =alf| pp. pour a € C(0,1).
3. Lien avec l'intégrale de Riemann

Proposition 9. Soit [a, b] un intervalle de R. Soit f une fonction intégrable au sens de
Riemann sur [a, b].
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(i) Il existe une fonction g A-intégrable sur [a, b] telle que f = g pp. De plus,
b
[r=] o
a [a,b]
(ii) En particulier, si f est borélienne,

[r=] raa

[a.b]

Contre-exemple 10. La réciproque est fausse. Par exemple, Tg (o 1] €st intégrable au sens
de Lebesgue, mais pas au sens de Riemann.

IT - Construction des espaces L,

1.

Lespace vectoriel £,

Définition 11. On note
L(X, o, u)=1{f : X = K| f est u-intégrable}

I'ensemble des fonctions p-intégrables. En 'absence d’ambiguité, on notera simplement
%, (1) ou &Z,. Cette définition s’étend aux ensembles de fonctions intégrables a valeurs
dans R*, R, etc.

Exemple 12. Si u est la mesure de comptage sur (22(N),N), alors

‘zl :(1 :{(un)EIRnl Z |un| <+OO}

n=0

Théoreme 13. (i) f — [, fdu est une forme linéaire positive (au sens ot f =0 =
Jx fdp = 0) et croissante sur &;.

(ii) &, estun espace vectoriel sur K.

(iii) ., :f — Jx|f|du est une semi-norme sur &;.

Théoreme 14 (Lemme de Fatou). Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives.
Alors,

Osfliminffndusliminff £, dp < +oo
X X
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Exemple 15. Soit f croissante sur [0, 1], continue en 0 et dérivable en 1 et dérivable pp. dans
[0,1]. Alors,

[ e = r)-100)

Théoréeme 16 (Convergence dominée). Soit (f,,) une suite d’éléments de Z, telle que :
(i) pp.enx, (f,(x)) converge dans KK vers f(x).
(ii) g € &, positive telle que

VneN,pp.enx, |f,(x)| <g(x)

Alors,
ffdu: lim ffnd,uet lim f fy = fldu=0
X n—+oo X n—+oo X
Exemple 17. — Onreprend 'Exemple[15]et on suppose f partout dérivable sur [0,1] de

dérivée bornée. Alors I'inégalité est une égalité.

— Soita >1.0nposeVn=1,I,(a)= [ (1+%)" e”**dx. Alors,

+00 1
lim I,(a) :f el 9%y = ——
n—+oo 0 a—1

Application 18 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (4,,) une famille de parties de <. Alors,

+00
u(A,) < +oo = p|limsupA,|=0
n n

n=1 n—+oo

2. Les espaces vectoriels £,

Définition 19. Pour tout réel p > 0, on définit
ffp(X,&f,H) ={f: X =KI|fI" e (X, o, p)}

on a les mémes remarques qu’a la Définition

Proposition 20. £, est un espace vectoriel.

Proposition 21. (i) Si u(X) < +oo, alors

O<p=<q = £,<%,
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5 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

(ii) Siu = m estla mesure de comptage sur N, alors

O<p=sqg = ZL,(m)c,(m)
S—— S——

14 4

p q

Définition 22. Pour tout p > 0, on définit

II-IIPIfH(fXIfI”du)%

Théoréme 23 (Inégalité de Holder). Soient p, g €]1, +oo] tels que %+% =1,feZ,etge L,
Alors fg € £, et
Ifgl=fl,lgly

Théoréme 24 (Inégalité de Minkowski).

Vi geLy If+&lp=Ifll,+lgl,

3. Les espaces vectoriels normés L,

a. Généralités

Définition 25. On définit pour tout p >0,
L,=%, |V

ouV={veZ,|v=0pp}
I Théoréme 26. Pour tout p € [1,+00], (L,), |- ||, est un espace vectoriel normé.
I Théoréme 27 (Riesz-Fischer). Pour tout p € [1, +o0], L, est complet pour la norme |.|| ,.

Théoreéme 28. Soit (f,,) une suite d’éléments de L, qui converge vers f pour la norme |. |,
Alors, il existe une sous-suite de (f;,) qui converge pp. vers f.

Proposition 29. Pour tout p € [1, +o0o[, 'ensemble des fonctions étagées intégrables est
dense dans L,,.
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6 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

Théoreme 30. On se place sur (R, 8(R), 1). Alors :

(i) Lensemble des fonctions en escalier a support compact est dense dans L,, pour tout
pel, +ool.

(ii) Lensemble des fonctions continues a support compact est dense dans L, pour tout
pel, +ool.

4. Lespace L,

Définition 31. — Soit f : X — K. On définit || f ||, comme le supremum essentiel de la . T80
fonction |f| et £, (u) (noté Z,, en 'absence d’ambiguité) I'ensemble des fonctions
u-essentiellement bornées.

— On définit
Lo=%,]V

ouV={veZ |v=0pp.}
I Théoreme 32. L, munide |.||,, est un espace vectoriel normé complet.

I Remarque 33. Linégalité de Holder est encore vraie pour g = +oo.

III - Grands théorémes d’intégration

1. Régularité sous I'intégrale

Soit f : E x X — C ol1 (E, d) est un espace métrique. On pose F : t — [ f(t,x)dp(x). Z-Q]

a. Continuité

Théoreme 34 (Continuité sous le signe intégral). On suppose :
(i) YVt € E, x — f(t,x) est mesurable.
(ii) pp.enx € X, t — f(t,x) est continueen ¢, € E.

(iii) 3g € L,(X) positive telle que
|f(t,x)|<g(x) VteE,pp.enxeX

Alors F est continue en t,.
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Corollaire 35. On suppose:
(i) VYt € E, x — f(t,x) est mesurable.
(ii) pp-enx € X, t — f(t,x) est continue sur E.

(iii) VK S E, 3gk € L, (X) positive telle que
|f(t,x)| <gx(x) VteE,pp.enx

Alors F est continue sur E.

Exemple 36. La fonction b 378
R+ N [R+

G
o~ [y rtletdr

est bien définie et continue sur R} .

[G-K]
Exemple 37. Soit f : R* — C intégrable. Alors, p—104]
+o00o 2
A Hf e M (1) dr
0
est bien définie et est continue sur R™*.
b. Dérivabilité
On suppose ici que E est un intervalle I ouvert de R. Z-0]
b33

Théoreme 38 (Dérivation sous le signe intégral). On suppose :
(i) Vtel, x — f(t,x) e L;(X).
(ii) pp.enx € X, t — f(t,x) est dérivable sur I. On notera % cette dérivée définie presque
partout.
(iii) VK <1 compact, 3gx € L, (X) positive telle que
)
‘a—];(x, t)‘ <gk(x) Vtel,pp.enx

AlorsVtel, x — %(x, t) e L,(X) et F est dérivable sur I avec

Viel, F'(1) = L%(x, £)du(x)

Remarque 39. — Sidansle Théoréme hypothese (i), on remplace “dérivable” par “€*”,
alors la fonction F est de classe €.
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— On a un résultat analogue pour les dérivées d’ordre supérieur.

Théoréme 40 (k-ieme dérivée sous le signe intégral). On suppose :
(i) Vetel,x — f(t,x)e L,(X).

(i) pp.enx € X, t — f(t,x) € €%(I). On notera (%)jf la j-ieme dérivée définie presque
partout pour j € [0, k].

(iii) Vj € [0, k], VK < I compact, 3g; x € L;(X) positive telle que

<gx(x) VteK,pp.enx

5V
|(a)]f b )
Alors Vj € [0,k], Vt €I, x — (%)jf(x,t) €L, (X)etF e€*(I)avec

vje [0 k], Vi e, FO(r) :fx(%)jf(x, i)

I Exemple 41. La fonction I' de I'Exemple [36|est €*° sur R}.

Exemple 42. On se place dans I'espace mesuré (N, 22(N), card) et on considere (f,,) une
suite de fonctions dérivables sur [ telle que

VxeR, T If, (x)| +sup|fi(1)] < +oo

neN X€E

Alors x — Y. ,cn [ (%) est dérivable sur I de dérivée x — Y ,en for (X).

Application 43 (Transformée de Fourier d’'une Gaussienne). En résolvant une équation
différentielle linéaire, on a

P T _x?
Va>0,Vx€IR2,fe“te”xdt: —e na
R a

Application 44 (Intégrale de Dirichlet). On pose Vx =0,
+oo sin(t
F(x)= f %e‘“dt
0

alors :
(i) F est bien définie et est continue sur R*.
(i) F est dérivable sur R} et Vx € R}, F'(x) = —15.
(iii) F(0)= [yl dr =1,
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c. Holomorphie

On suppose ici que E est un ouvert Q2 de C. Z-q]

Théoréme 45 (Holomorphie sous le signe intégral). On suppose :

(i) VzeQ,x— f(z,x) € L, (X).

of

(i) pp.enx€X, z— f(z,x) estholomorphe dans Q. On notera 3 cette dérivée définie

presque partout.

(iii) VK < Q compact, 3gg € L, (X) positive telle que
|f(x,2)| <gg(x) VzeK,pp.enx

Alors F est holomorphe dans Q avec

0
VzeQ, F'(z)= f —f(z, t)du(z)
x 0z
I Exemple 46. La fonction I' de 'Exemple[36/est holomorphe dans l'ouvert {z € C | Re(z) > 0}. P 318

2. Intégration sur un espace produit

_ [B-]
Théoréme 47 (Fubini-Tonelli). Soient (Y, %, v) un autre espace mesuréet f : (X xY) — R*. 237
On suppose p et v o-finies. Alors :

(i) x — [, f(x,y)dv(y) ety — [; f(x,y) dp(x) sont mesurables.
(i) DansR*,

[ rawen = [ ([ renav)= [ ([ rexyauw)

Théoréme 48 (Fubini-Lebesgue). Soient (Y, 98,v) un autre espace mesuré et f € &, (u®v).
Alors :

(i) x— f(x,y) ety — f(x,y) sont intégrables.

(i) x — [, f(x,y)dv(y) ety — [, f(x,y)du(x) sont intégrables, les fonctions étant défi-
nies pp.

(iii) Ona:
[ rawen = [ ([ renave)= [ ([ rexyduw)
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1.

Contre-exemple 49. On considere f : (x,y) — 2e > —e™*¥ Alors, f[o,l] (fos f(x,y)dx)dy =
0, mais fg. (f[o’l]f(x,y)dy) dx =1n(2).

[GOU20]
Exemple 50. Soient f : (x,y) — xy etD ={(x,y) €R? | x,y = 0 et x + y < 1}. Alors,
1 (1-x)? 1
=f(x,y)dxd :fx dx = —
f fD flxy) 4 0 2 24
)
IV - Lespace L,
Aspect hilbertien
[B-P]
Définition 51. Lapplication [p- 185
)i (frg) — | fEan
définit un produit scalaire hermitien sur L,. Muni de ce produit scalaire précédent, L, est
un espace de Hilbert.
. Conséquences
Théoreéme 52 (Projection orthogonale). Soit F un sous-espace vectoriel fermé de L,. Alors,
L,=FeF*
Corollaire 53 (Théoreme de représentation de Riesz). Soit ¢ € L, une forme linéaire conti-
nue. Alors,
dige L, telleque Vf e L, o(f)= f fgdu
b
, , Z-q]
Application 54 (Dual de L,). Soit (X, <, ) un espace mesuré de mesure finie. On note p- 227
Vpell,2], L,= L,,(X,.d,u). Lapplication
L, —(L,) 1 1
q P N
Qp: ) ou—+—=1
g —(pg:f— fufedu) P q
est une isométrie linéaire surjective. C'est donc un isomorphisme isométrique.
[L1]
[p-140)
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Remarque 55. Plus généralement, si l'on identifie g et ¢, :
— L, estle dual topologique de L, pour p €]1, +oo].

— L, estle dual topologique de L, si u est o-finie.

b. Base hilbertienne de L,

Soit I un intervalle de R. On pose Vrn e N, g, : x — x".

Définition 56. On appelle fonction poids une fonction p : I — R mesurable, positive et
telle que Vn e N, pg, € L, (I).

Soit p : I — R une fonction poids.

Notation 57. On note L, (I, p) I'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de
densité p par rapport a la mesure de Lebesgue.

Proposition 58. Muni de

()i (fr8) — f F(0)Z@)p(x) dx

L,(I, p) est un espace de Hilbert.

Théoreme 59. Il existe une unique famille (P,) de polynomes unitaires orthogonaux deux-
a-deux telle que deg(P,) = n pour tout entier n. C’est la famille de polyndmes orthogonaux
associée a p sur .

X

Exemple 60 (Polyndmes de Hermite). SiVx eI, p(x) = e~ 2, alors

VneN, Vv eIP()—(_l)n w0 (—xz)
neN, Vxel, Py(x) =€ = T le

Lemme 61. On suppose que Vn €N, g, € L,(I, p) et on considere (P,) la famille des poly-
nomes orthogonaux associée a psur I. Alors Vn €N, g, € L,(, p). En particulier, I'algorithme
de Gram-Schmidt a bien du sens et (P,) est bien définie.

Application 62. On considére (P, ) la famille des polyndmes orthogonaux associée a p sur [
et on suppose qu'il existe a > 0 tel que

fe“'xlp(x) dx < +o0
I

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu/developpements/densite-des-polygones-orthogonaux
https://agreg.skyost.eu
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I alors (P,) est une base hilbertienne de L, (I, p) pour la norme |.|,.

Contre-exemple 63. On consideére, sur I = R}, la fonction poids p : x — x~"*)_ Alors, la
famille des g,, n'est pas totale. La famille des polyn6mes orthogonaux associée a ce poids
particulier n'est donc pas totale non plus : ce n'est pas une base hilbertienne.

2. Application aux séries de Fourier

[Z-Q]
Notation 64. — Pour tout p € [1, +00], on note L,zj’ I'espace des fonctions f : R — C,
2m-périodiques et mesurables, telles que | f|,, < +oo.
— Pour tout n € Z, on note e, la fonction 27-périodique définie pour tout ¢ € R par
e,(t)=e",
Proposition 65. L5” est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
1 2n -
()= o [ Fg@ar
wJo
[BMP]
Théoreme 66. La famille (e, ),z est une base hilbertienne de Lg” . 123
Corollaire 67 (Egalité de Parseval).
5 +00
VieL", f= ) (fene,
n=-—oo
) [GOU20]
Exemple 68. On considere f : x — 1 - 3 sur [, 7]. Alors, p- 272
4 +00
/4 1
o0 =l=X% %
[BMP]
Remarque 69. Légalité du Corollaire|67|est valable dans L”, elle signifie donc que 124
N
Z (f’en>en_f _>N—>+oo0
n=—-N 2
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